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Resumo

Desde a cecada de 1980 at os dias atuais, a Computacao Quantica tem
se mostrado relevantearea de pesquisa, com crescimento aceleradm atu-
alidade. Universidades, empresas e startups tém projetos de pesga nessa
area, e ha espectativas de que a Computacao Quéantica seja comeraimente
vavel a curto/nedio prazo. Espera-se que um computador quantico tenha
desempenho superior ao computador tradicional (chamado de \chssico")
para algumas importantes classes de problemas, abm de menor consumo
energetico, por se tratar de uma computacao \reversvel".

O presente trabalho traz uma introducaoa Computacao Quantica. O
objetivoe trazer um material acessvel a estudantes de graduacao & Ci-
éncias Exatas. Os captulos 1 e 2 trazem pe-requisitos deAlgebra Linear
e Mecénica Quéantica. Uma introducaoa Computacao Quanticae apresen-
tada no captulo 3, e alguns dos principais algoritmos sao apresentados no
captulo 4, como os algoritmos de Deutsch-Jozsa, de Simon, e de Grover.
Um breve panorama de mercadoe mostrado no captulo 5. Por m, no
captulo 6, demonstra-se como usar a interface IBM Quantum Experierce
para executar um algoritmo em um probtipo de computador quéntico de
5 qubits disponvel em nuvem pela IBM.

Palavras-chave

Computacao Quéantica. Algoritmos Quanticos. Algoritmo de Deutsch-
Jozsa. Algoritmo de Simon. Algoritmo de Grover. IBM Quantum Expe-
rience.
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Abstract

From the 1980s to the present day, Quantum Computation has been
con rming itself as a relevant research area, experimenting rapid dvelop-
ments recently. Universities, companies and startups have reseen pro-
jects in this area, and Quantum Computation is expected to be commerei
ally viable in the short/medium term. Presumably, a quantum computer
would have better performance than a traditional computer (also refered
as \classical) for important classes of problems, in addition to requiring
less energy resources, due to being a\reversible" computation.

The present work consists of an introduction to Quantum Computa-
tion. The objective is to bring an accessible material for undergraduag
students in Sciences and Mathematics. Chapters 1 and 2 provides aview
on the prerequisites Linear Algebra and Quantum Mechanics. An intro-
duction to Quantum Computation is presented in chapter 3, and some of
the principal algorithms are presented in chapter 4, such as Deutscliozsa,
Simon and Grover algorithms. A brief market outlook is provided in chap
ter 5. Finally, in chapter 6, there is a demonstration on how to use the
interface IBM Quantum Experience to execute an algorithm on a 5-qubit
guantum computer available in IBM's cloud.

Key-words:

Quantum Computation. Quantum Algorithms. Deutsch-Jozsa Algorithm.
Simon's Algorithm. Grover's Algorithm. IBM Quantum Experience.
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Introdwc-eo

Breve Hisbrico da Computaao Quéantica

No incio do fculo XX, a Fsica Chssica enfrentava di culd ades em
descrever alguns fendbmenos observados a epoca, como, por exemplo, o
espectro de radiacao de corpo negro e o efeito fotoektrico. Esserise
culminou na criacao da Mecanica Quéantica, que se consolidou por vat
da cecada de 1920, e tem sido aplicada com sucesso em diversos fendbmenos
([12], p.2).

O desenvolvimento tecnobgico a partir da decada de 1970 permitiu o
controle de sistemas quénticos individuais permitindo-se aprisioawratomos
individuais em armadilhas (traps), isolando-os do restante do ambiente, e
medindo seus diversos aspectos com precisao noavel. Nesse context
passou-se a considerar a possibilidade de se usar sistemas quéanticasap
realizar processamento e transmissao de informacao, fazendo uso fde-
damentos da Mecanica Quéantica, como superposcao e emaranhamento.
Esses sistemas guardam analogia com os bits chssicos, e sao chamados de
qubits. ([12] p.3-4).

O fsico R. Feynman, na decada de 1980, sugeriu o uso de computado-
res quanticos para simular sistemas quanticos. E em 1994, o matematico
P. Shor prop6s um algoritmo quéantico capaz de resolver o problema de
fatoracao de rumeros em fatores primos de forma mais e ciente que os
algoritmos chssicos conhecidos. Ha uma expectativa de que tal algoritmo
possa ameeacar alguns protocolos de criptogra a, como o RSA, usado lar-
gamente na atualidade. O cientista da computacao Lov Grover tamtem
elaborou um algoritmo quantico de busca em uma base de dados nao es-

1



2 Introdwcao

truturada, que possui ganho quadatico de desempenho em comparacao
ao melhor algoritmo chssico conhecido. ([2], p.3).

Atualmente, a Computacao Quantica e a Informacao Quantica estao
se consolidando como areas de pesquisa com desenvolvimento acelerado
nas ultimas cecadas. Empresas de tecnologia como IBM, Google, Intel
e Microsoft ttm projetos e pesquisas nessaarea, e diversas Startsiém
surgido nesse contexto.

Motivacao para a Computaao Quantica

A lei de Moore, formulada em 1965, previu que a capacidade computaci-
onal dos sistemas digitais dobraria a cada dois anos. Surpreendentemente
0S avarcos computacionais se mantiveram aproximadamente nesse ritmo
at a atualidade. No entanto,a medida que a escala dos transistores se
reduz, aproxima-se de limites fsicos fundamentais, e aparentenmte insu-
peaveis. Os efeitos quanticos, em alguns aspectos indesepveita( como
0 tunelamento), passam a interferir intensamente no funcionamentadeal
do transistor. Para que o ritmo ditado pela lei de Moore continue, ten-se
apostado, entre outras abordagens, na Computecao Quantica. ([12], p.4
e [2], p-2).

Outro ponto refere-se ao consumo de energia. O princpio de Landauer
arma que para cada bit de informacao apagado, dissipa-se no ambiente
a energia correspondente a pelo mendsTl In2, em quemke a constante
de Boltzmann e T e a temperatura do sistema em Kelvin. Pelas carac-
tersticas da Mecéanica Quantica, as portas bgicas quanticas precsam ser
reversveis. 1sso corresponderia, em princpio,a desnecesdade de se apa-
gar informacao ea possibilidade de se ter um computador que nao digse
energia no processamento. ([2], p. 3).

Um terceiro ponto motivador das pesquisas em Computacao Quan-
ticae que a investigacao nessaarea pode elucidar aspectos da Ménica
Quantica, frequentemente contra intuitivos em relecaoa Fsica Chssica,
ou mesmo, apontar fendbmenos ainda nao explorados. ([12], p. 3).

Por m, a Computacao Quéantica apresenta desa os em diversasareas,
como manipulacao de sistemas quanticos, novas ecnicas experimgis,
desenvolvimento de algoritmos, teoria da informacao, entre outros, o ue
a torna bastante atrativa e multidisciplinar.
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Sobre o TCC

O presente trabalho tem como objetivo servir como um material in-
trodubrio e multidisciplinar sobre Computacao Quéntica. Visa-se com
isso facilitar o primeiro contato com esse assunto por parte de estudan
tes de Engenharias, Ciéncias da Computecao, Fsica, Matenatica eareas
correlatas.

O contaudo disposto neste trabalho comecou a ser apresentado em se-
coes semanais com o orientador no primeiro semestre de 2017. Conforme
mais pessoas juntaram-seas reuniees semanais, criou-se o Grupo de Gom
putacao Quéantica da UFSC (GCQ-UFSC), e as reuniees tiveram objetio
trazer um material introdubrio aos estudantes de graduacao do grupo e
discutir atualidades daarea de maneira acessvel. As reuniees d&CQ-
UFSC contribuiram grandemente para dar forma ao presente texto.

Os captulos 1 e 2 conttm elementos deAlgebra Linear e Mecéanica
Quantica, pe-requisitos para o estudo da Computacao Quantica,com &n-
fase nos pontos necessrios para o restante do texto. Os captulos 3 e
4 trazem uma introdwcaoa Computacao Quéantica com uma abordagem
voltada a algoritmos quanticos. O captulo 5 contextualiza a Computacao
Quantica no cerario atual, discutindo expectativas de mercado e au-
mas das principais empresas envolvidas. Por m, o captulo 6 apreseft a
plataforma IBM Quantum Experience, em quee possvel escrever m algo-
ritmo quéntico e submeter para execucao em um probtipo de compitador
quantico de 5 qubits, disponvel em nuvem.
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Cap’tulo

Algebra Linear para
Computaap Quantica

Neste captulo, um resumo deAlgebra Linear voltado para Computa-
cao Quéanticae apresentado. A teoriae apresentada usando-se aotacao
de Dirac, ou, notecao de brakef uma notecao utilizada largamente em Me-
canica Quantica e que serm necessria para o restante do trabaln Essa
notacaoe conveniente para se fazer contas e faz com que as diversas ope-
recees possveis se encaixem naturalmente.

Na Algebra Linear abstrata, pode-se considerar espacos vetoriais sobre
diversos corpos (ou escalares), que sao estruturas algebricas com priep
edades semelhantes aos rumeros reais e complexos. Os espacos vetoriais
podem ter dimensao nita ou in nita.

Na Computacao Quéantica o interessee voltado a espacos vetoriais de
dimensao nita sobre o corpo dos rumeros complexos. Isso permite a
identi cacao do espaco com asn-uplas de rumeros complexos, 0 que sim-
pli ca grandemente a teoria. Os resultados resumidos neste captlo estao
situados nesse contexto.

A principal referéncia para esse captuloe [12]. Outra refe#ncia muito
utile [7], que possui um captulo voltado a espacos vetoriais complexos.
Livros texto chssicos de Algebra Linear, como [17] tamkem sao uteis.
Embora tenham &nfase em espacos vetoriais reais, a maioria das de raes,
resultados e demonstracees se transporta integralmente para os esps
vetoriais complexos.
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Sern considerado um pe-requisito a este texto um curso deAlgebra
Linear ao nvel de graduacao abordando-se 0s seguintes itens: espacos
vetoriais, base e dimensao, transformecees lineares, autovalores e aug-
tores. Por ter um caater de resumo, os resultados apresentados, via de
regra, nao sao acompanhados de suas demonstracees, as quais podem ser
encontradas nos livros mencionados no paagrafo anterior.

1.1 Espao Vetorial, Base e Dimensao
1.1.1 Espao Vetorial
soma e o produto por escalar de nidos entrada a entradae umEspaco

Vetorial Complexo ee denotado por C". E conveniente representar esses
elementos por vetores coluna. Tem-se entao:

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
Z Wo Zp + Wo Zp Z Zp
Z3 Wq Z3 + Wy Z1 Z
. + . = . e z . = . :
Zy 1 Wh 1 Zy 1t Wh o1 Zy 1 Z Zn 1

Em Mecéanica Quantica, os vetores deC" costumam ser usados na
notecao de Dirac, ou notacao de braket

Um vetor j i e chamado ket (em contraponto comh j, que sea de nido
posteriormente, e sea chamaddbra).

Os vetores se comportam de maneira semelhante aos rumeros no que
diz respeitoa soma e subtracao. Em particular, a soma comutg i+j i =

quej i+0=jie anda vale j i =( zo:::; zn 1) = 1 j i.
O produto por escalar tamkem se comporta de maneira semelhante ao
produto nurrerico, e valem as propriedades distributivasz(j i +j i) =
zji+zjie(@+w)ji=2zji+wji,porexemplo.

Exemplo 1.1 (Espaco de estados de 1 qubit) O conjunto

C?= ji= z a;b2 C



1.1. Espeaco Vetorial, Base e Dimensao 3

e um espaco vetorial com soma e produto por escalar dados por

a & _ ata

by V) b+ by

a _ za

b =~ zb

Esse espaco vetorial sea largamente utilizado nos captulos seguies e
descreve o espaco de estados dequbit, 0 aralogo do bit chssico.

z

1.1.2 Base e Dimensao

Uma base para o espaco vetorialC" e um conjunto de vetores linear-
mente independentegLI) e que geram o espaco Demonstra-se que todas as
bases de um espaco vetorial ttm 0 mesmo rumero de elementos, e de-se
a dimensaodo espaco vetorial pelo umero de elementos de uma base.

O espaco vetorial C" tem dimensaon, istoe, todas as suas bases tém
n vetores. Uma base muitoutile a chamada base computacionaglou base

canonical:
23 23 23
1 0 0
- . O . . 1 . .= O
j0i=g6.7 ; jli= ; ; jn 1t g.f
0 0 1
Na base computacional, um vetorj i = (2p;21;:::;2Zn 1)€ escrito
como
j 1= 20j0i + z1jli+ 00+ 2z 1jn i
Numa base qualquer = jhgi;:::;jby 1i , qualquer vetor pode

ser escrito como combinacao linear dos vetores dessa base. Os coentes
da combinacao linear, colocados em um vetor coluna, representam o vetor
escrito na base , conforme o esquema abaixo:

i i=aojtoi+itan ajbnai . ji =4 15

O subscrito  pode ser omitido se nao houver risco de confusao. Normal-
mente omite-se esse subscrito quando se trata da base computacional.

10 adjetivo \can6nico", na Matenatica, tem um sentido de \p adrao", como na ex-
pressao \con guracao padrao”.
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Exemplo 1.2 (Bases para 1 qubit) Ha especial interesse no espacaC?.
Este espaco modela umubit | 0 aralogo quéntico do bit | a ser discutido

em mais detalhes posteriormente. O espac@€? tem dimensao 2 e admite,
entre outras, as seguintes bases:

=z = joi ;jli
n (0]
X = jri= (00 + L) ji o= PG00 ] i)

n (0]

Y o= jeii= L0+ iL); i = e300 L)

Essa notacao para as bases sem justi cada posteriori.
Exemplo 1.3 (X e base para 1 qubit). Para mostrar que
n o
X = j+i= 500+ L) ;i =¢G00 ] 1)
e base do espaco de estados de 1 qubit, deve-se mostrar que 0s vetose®
LI (Linearmente Independentes) e geram o espa@?.
Xe LI: Considere a combinacao linear nula:
Qjti+aji =0
(. 1. .. .
aoPE(J@ + L)+ al%(JOI j L)=0

%}ﬂjou %Eiljli =0

Tem-se que
(... ( (
495—1=0 o) ag+a; =0 o) ap=0
%%:0 ag a1 =0 a; =0:

Portanto os coe cientes da combinacao linear nula devem ser todosua
los, e isso signi ca que os vetoregti eji sao Ll

X gera o espao: Sejaj i = 7pjOi + z1j1i um vetor qualquer de C2.
Tenta-se escrevelj i como combinacao linear dej+i eji . Se for poss-
vel, esses vetores geram o espaco.

agj+i+ agji

1 ... 1 ...
aop—é(]m + jli)+ alp—é(ml j 1)

ZojOi + z1 j1i

+
B0 & éalei + 20, & éaljli
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Assim,

%%:ZO _ aozép%
aqgiau =z =) a; = z%izl

Dessa forma,X gera o espacoC? ee base desse espaco.

Comenério: Quando se sabe previamente que a dimensao do espaco
e n e se a lista de vetores candidatos a base tem elementos, entao as
condcoees de ser LI e gerar 0 espaco sao equivalentes. Em conseagid,
basta veri car uma das condcees para mostrar que os vetores formam uma
base. Por exemplo, se sabemos que di@f = 2, e temos queX tem dois
elementos, entao bastaria veri car uma das duas condceesX e LI ou X
gera 0 especo.

1.1.3 Matriz de Mudarca de Base

Por vezese conveniente expressar um vetor em outra base que nao a
base computacional. Essa mudarca de base pode trazer novasight em
algumas situacees, bem como tornar os @lculos mais simples e factvgi

A matriz de mudarca de base de oq = jugi;:::;ju, 11 para
new = Vol ;:::;jvn 11 e dada por
2 ) .
J J
0] =4 jvoi Vo 105

new old

J J

old

Istoe, para montar a matriz de mudarca de base, os vetores da base nova
devem ser escritos como combinacao linear dos vetores da base antiga, ob-
tendo vetores coluna. Esses vetores serao as colunas da matriz de mudan
de base. Dessa forma, tem-se

[V] new = [I] ol [V] old :

new
A matriz de mudarca de base admite matriz inversa, que corresponde a
mudarca de base da base nova de volta para a base antiga:

[I ] old

new

1
=[5

Exemplo 1.4. Considere as base$ e X apresentadas no exemplo 1.2.
A matriz de mudarca de base da base computacional para a baseX e
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obtida escrevendo os vetores da base novX § como combinacao linear dos
vetores na base antiga l():

"
. 1.1 3
o= o p=j0i+ pjli =
2 2 P

" [

o’

. 1. 1 ... 2
ji = p=j0i p=jli = 12

2 2 %I

Coloca-se as os vetores coluna na ordem em que aparecem na lista:
nn # n # #

1% =

N‘\T’H r\:\ﬁd

Essa matrize conhecida em Computacao Quantica comanatriz de Hada-
mard, e costuma ser denotada poH . Portanto

_ 11
H‘[']X_pil 1

Tamtem vale que a matriz de mudarca de base deX paral e H, visto
que

1

HH =1 =) H=H= [IIf= [ "=H '=H:
Entao:
Hjoi = j+i Hj+i = jOi
Hjli =ji Hji = jli

1.2 Produto Interno, Norma e Produto Exterior

1.2.1 Produto Interno

O espaco vetorial C" admite o seguinteproduto interno:
2 3

Z1 X 1
Jisii =hji= wy w Wh 1 . = Wk Zk
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" " "
0 Zo
paraj i = : ej i= : . Pode-se considerar o smbold j de
Wp 1 Zn 1
maneira independente, de nindo-o como:
2 3
Wo y
hi=i=8 : 6 =w w Wo g
Wh 1

em que o smboloy denota transposcao e conjugacao do vetor. Essa
notacao tamkem sear justi cada posteriormente.

A operacao de nida acima satisfaz as propriedades que de nem um
produto interno de maneira geral:

(PI1) Linearidade no segundo argumento:

Jiszej i+ zof of = zg joisjoal +zpji;j o2l
(P12) Antilinearidade no primeiro argumento:

Zijal+ 2] 23] 0 =z Jalij 0 42z Joali]
(PI3) Simetria hermitiana:

Jipho = p g
(P14) Positividade:
jisii 0 e ji;ji =0,j i=0

A propriedade (P12) decorre de (PI1) e de (PI3), mas foi includa na lista
por completeza. Por causa das propriedades (PI1) e (PI2), o produto
internoe dito ser sesquilinear’.

O espeaco vetorial C" e, pois, dito ser um espaco vetorial com produto
interno, ou ainda, um espaco de Hilbert.

Exemplo 1.5. O produto interno dos vetores
o_ "y T—

R - T N L
= _ + — = _ = p= + p= =

ji 210| 2jll ')73 e ji FFZJI p—zjl

20 pre xo sesqui signi ca\um e meio"

3Um espaco de Hilberte de nido como sendo um espaco vetori — al com produto interno
e com uma propriedade adicional chamada completude. Essa propriedadee autonatica
para espacos de dimensao nita.
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e dado por:
!
S i 3, . 1 . i
hji = ?mu 7hlj p—EJO|+p—§]l|
| 2 °3 NE
= — h0joi + —p= M0j1i + —p— M1j0i + —p— MOjOi
P3O0 PO PRI
= 4040+ b3z 1% 3.
22 22 22
Esse produto interno tamkem pode ser calculado de maneira matrial:
" i7#), "##
hji = . 2
-2 P~
2 2.,
h i
- i 3 2
2 2 ol
h T
T
2 2 p%
i, i3
P27 P

1.2.2 Norma
A norma, ou tamanho, de um vetore de nida por
ki ik = P hji 0;

operacao bem de nida poish | ie real e nao-negativo. Por consequéncia
da propriedade (P4), tem-sekj ik =0 ,j i =0. Um vetor normalizado
e um vetor de tamanho unitrio, e a operacao de normalizecao consiste em
multiplicar o vetor j i por ﬁ para que o vetor resultantekj‘—:k tenha
norma 1.

Exemplo 1.6. Os vetoresjOi, jli, j+i eji té¢m norma 1.

. P
Exemplo 1.7. A normado vetorj i = 5j0i + 73j1i e

i
ki ik = = =
(i > +
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1.2.3 Ortogonalidade

De forma araloga com 0 que se passa com vetores iRy, dois vetores
j i ej i sao ditosortogonais se o produto interno entre elese nulo. Em
smbolos, j i?] i, h ji=0.

Exemplo 1.8. Os vetoresjOi ejli sao ortogonais:

oit=10 9 =o0:
1
Exemplo 1.9. Os vetoresj+i = #j0i + pijli eji = #5j0i el

sao0 ortogonais:

1 1 1 1
htji p=Hj+ p=hj p=j0i p=jli
J 5 ) 5 J 2] 2]
. .. 1 .1 .. 1 .
= Em10| émjh + §h110| Eh1]1|
1 1

= Z 040 =0:
2 2

1.2.4 Base Ortonormal

Uma base em que todos os vetores sao ortogonais dois a dois e tém
tamanho le dita ser base ortonormal Se = fjhyi;:::;jb, 1ige uma tal
base, vale a chamadaelacao de ortogonalidade

—— _1;sek=1 |
m(]hl = Kkl = 0' Sek§ I ’

em que ; e conhecido comodelta de Kronecker e vale 1 se e somente se
os seus dois ndices sao iguais; se forem diferentes, vale 0.

Um vetor j i plgde ser escrito como combinacao linear dos vetores da
base porj i = |, acjbi. Os coe cientesa, podem ser encontrados
de maneira simples quando a basee ortonormal. Aplicando-se o produto

interno em ambos os lados, tem-se

I
X X

X
thj i = Hoj ajbd = ahjhi= a ik = a:
k k k
Percebe-se que issoe aralogoa decompostao de um vetar 2 R3 nas
suas componentex, y € z na base can6nica. Nesse caso, as componentes
do vetor sao dadas powvy = X ¥, vy =¥ wev,=2 ¥ emque denota
o0 produto interno no R3.
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Portanto, os coe cientes do vetorj i na base ortonormal sao obtidos
realizando-se projecees d¢ i na direcao dos vetores uniariosjhi da base
ortonormal. Assim:

2 .. 3
. . X . .. . . . rtx)] I
ji= M ijhd iio=4 :
k hoy qj i
Exemplo 1.10. A basej0i, jli e ortonormal, em consequéncia dos exem-

plos 1.6 e 1.8. As projecees de um vetof i = agj0i + a;jli na base
computacional sao dadas por

a = M i
a = M i

e o vetorj i pode ser escrito como
j i=h0 ijoi +hj ijli :
Exemplo 1.11. A basej+i,ji e ortonormal em cons%quéncia dos exem-

plos 1.6 e 1.9. Os coe cientes do vetoy i = 5 jOi +i 3jli na baseX
sao dados por:

ag = h+j i
= p%%(mj+ hj) j0i+ip§j1i
1 P
= —(1+1 3
;FZ( )
aa = hj i
- p%%(fﬂj h 1) joi+i" 3jli
1 P
= -1 i 3
?95( )
Portanto,
1+ip7 P3

j i=h-jij+i+hj iji ——p—'+i+—p—l i 3'i
] I I 2?1 22]
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1.2.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Ha uma desigualdade envolvendo normas de vetores que e \alida de
maneira geral, para quaisquer espacos vetoriais equipados com produto
interno e norma. E conhecida pordesigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 1.12 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dadosjui ;jvi 2 V,
com V um espao vetorial qualquer munido de produto interno e nana,
vale que

jhujvij kj uikkj vik :
A igualdade ocorre se e somente se os vetorgs e jvi forem rultiplos um
do outro.

Demonstrecao. Considere o vetorajui  bjvi. O produto interno desse
vetor consigo mesmo deve ser real e nao-negativo, por propriedade do
produto interno, portanto

0 ahyj bhj ajui bjvi
= jaj®hujui  a bhujvi  ab hvjui + jZhvjvi :
Escolhendoa = hvjvi e b= hvjui, tem-se
0 j a®hujui  a bhujvi ab hvjui + jb2 hvjvi
jhvjvithJjui h vjvihvjuihujvi h vjvihujvihvjui + jhvjuijzh/jvi

hjvi? hujui 2hvjvi hujvihvjui + jhujvij 2 hvjvi
hvjvi? bujui  2hvjvijhujvij 2 + jhujvij 2 hvjvi

Logo, obem-se
0 hujuihvjvi jh ujvij?
=) jh ujvij P hujui hvjvi
=) jh ujvij kj uikkjvik ;
e ca provada a desigualdade.
Ocorre igualdade se e somente se ocorrer igualdade em 0 a huj

b hvj ajui bjvi ,istoe, se e somente se o vetoajui  bjvi for nulo®.
Portanto deve-se ter um dos vetoregui, jvi multiplo do outro. O

No espaco vetorial R" essa desigualdade permite d|e qir 0 conceito de
angulo entre dois vetores por meio da relacao cos= ku—ukh No caso

4Issoe devidoa propriedade (PI4) do produto interno.
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de interesse para o presente trabalho, o do espaco vetoridl", essa in-
terpretacao naoe possvel pois o produto interno pode assumium valor
complexo.

1.2.6 Matriz de Mudarca de Base entre Bases
Ortonormais

Da mesma forma que em 1.1.3,e possvel escrever uma matriz que faz a
mudarca de base entre duas bases ortonormaisyg = jugi ;:::;jun 1i
€ new = Voi;:iii;jvn 1i . As colunas da matriz de mudarca de base
sao0 os vetores da base nova escritos como combinacao linear dos vetores
da base antiga. Como as bases sao ortonormais, esses coe cientes podem
ser obtidos pela projecao na direcao dos vetores da base, como de® na
secao 1.2.4.

A matriz de mudarca de base, nesse caso,e dada por

2
[I] EI:W = g JVOI old JVlI old jvn 1i oldé
hJojVoi hUolei hUojVn 1i
g hu1jvoi husjvii huijvn 1 z
hun 1jvoi  hup jvii hun 1jvn 1

A matriz de mudarca de base satisfazl[] °° T=11] oo Y=[1]™". Isso

signi ca que a matriz de mudarca de baseeuniaria , um assunto que sea
visto na secao 1.5.4.

Exemplo 1.13. Sabendo que as basek e X sao ortonormais, pode-se
encontrar a matriz de mudarca de base fazendo as seguintes contas.

1 1 1
j+i = Hj p=j0i + p=j0i = p=
) ) pEJ PEJ pE
1 1 1
hj+i = hj p=j0i + p=j0i = p=
] J %J PEJ %
1 1 1
ji = Hj p=joi —j0i = p=
) J 1%2] PEJ %
1 1 1
hji = Hhj p=joi —joi = —
J J 1%21 %J ’ﬁFz
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Portanto, a matriz de mudarca de base del para X e dada por:

Hoj+i hQji 1 1 1
| - — — .
[ = mj+i hyi P31 1 =H:
Essee o mesmo resultado obtido no exemplo 1.4.

1.2.7 Produto Exterior

E possvel dar um signi cado ao smbolo h j como sendo um vetor linha.
Isso permite, pois, considerar-se o produto matriciaj i h j=j h jde
um vetor linha n 1 por um vetor coluna 1 n, resultando em uma matriz
n n. Essa operacaoe chamada deroduto exterior.

Exemplo 1.14. No especo vetorial de 1 qubit, alguns exemplos de produto
exterior sao:

P | _ 10
johoj = 0 1 0= 00
B | _ 01
jony = 0 0 1= 0 0
o 0 _ 00
jIh0j = 1 1 0= 10
.. 0 _ 00
jlhl = 1 0 1= 0 1
TR " 4
o oL 0
j+h0j = ° 1 0=
= = 0
n 2 2
# .
. . p% h]_ ll l l
jthj = F% P P = % g

1.3 Transformaees Lineares

1.3.1 Transformacao Linear e Operador Linear

Uma transformecao linear e uma aplicacao T: C" ! C™ que respeita
a soma e a multiplicacao por escalar, ou seja, tal que valem:

(TL1) Preservacao da soma:

TGi+j)=Tji+Tji
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(TL2) Preservacao do produto por escalar:

T(zj i)=2z Tj i :

Um operador lineare uma transformecao linear A: C"! C" (m = n).

Exemplo 1.15.

A furcao H: C?! C? dada por

H (a0jOi + agj1i) = @pgﬂjOi . @péil

e uma transformacao linear. De fato, as propriedades de transformacao
linear se veri cam para H .

Preservacao da soma: Sejamj i = agj0i + a;jli ej i = by jOi + by jli.

HG i+j i)

H (ajOi + aujli + byjOi + by jli)
H (a0 + &) J0I + (@ + by) i)

(B0 )+ (Bt b) o (a0 + ko) (as+ by)
P35 JUI P35
S0 St B B

Hji+Hj |

Preservacao do produto por escalar: Sejamz 2 Cej i = aj0i +

a]_]ll

H(zj 1)

H z(apjOi + a;jli)

H (zapjOi + zag jli))
Zag+ zZay ... 28 Z&y
p— O + p—
P35 J P35

+
. do ialj0i+a0 zal
= z Hji

1.3.2 FRuncional Linear

Um funcional linear e uma transformecao linearf : C"!' C (m = 1).
O bra h j pode ser pensado como um funcional linear que pode atuar em
um vetor colunaj i para resultar no rumero complexoh j i. Pode-se
veri car que todo funcional lineare da forma h j= h ji para algumj i.

Exemplo 1.16.

O bra h0je um funcional linear que levaj i no coe ciente
h0j i da projecao na direcaojOi. lgualmente, o bra hlje um funcional
linear que levaj i no coe ciente hlj i da projecao na direcaojli.
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1.3.3 Projeao e Relaao de Completude

Sejui for unitrio, o funcional linear huj leva um ketj i emhuj i, que
corresponde ao coe ciente da projecao d¢ i na direcao dejui.

O vetor huj ijuie a projecao dej i na direcao do vetor uniario jui.
Movendo-se o rumerohuj i para a direita, pode-se escrever essa proje-

cao como proj,;j i = juhujj i. O operadorjuhuje, entao, chamado
operador projecao na direcao dgui
Se = fjhpi;:::;jby 1ige uma base ortonormal, pode-se escrever qual-

quer vetor j i como soma das suas projecees ortogonais sobre as direcees
de nidas pelos vetores da base. Dessa forma, tem-se

X 1 X 1
ji= M ijbi= johbjj i
k=0 k=0
Segue que
X 1
jbxhb = 1
k=0

expressao conhecida comelecao de completude

Exemplo 1.17. A projecao ortogonal da direcao do vetorjOi e o operador

jOhQj, visto que sua acao em um kef ie dada por jOhOjj i = H)j ij0i e
a projecao ortogonal na direcao dejli e o operador de projecaojlhlj, pois
jindjj i=hy ijai.

A relacao de completude no espaco vetorial dos estados de 1 qubig?,
e dada por
| = johQj + j1hlj :

1.3.4 De ncao de uma Transformacao Linear nos
Elementos da Base

Para de nir uma transformacao linear, basta que se forneca como ela

de C", pode-se obterTj i conhecendo-se€T jhi para todo k. De fato,
como base, pode-se escrevgri como combinacao linear

X

= ajhi

k
Aplicando-se a transformacaoT e usando a linearidade, obem-se

X

Tji=  &Tjhi ;
k
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e dessa forma;T j i pode ser obtido a partir dosT jhi's.

Exemplo 1.18. Considere o operador linear em 1 qubitX : C2 | C?
de nido nos vetores da base computacional por

X joi = jii
X jli = jOi
O operador X est bem de nido em todo j i = ajOi + bjli gracasa sua
linearidade:
Xj i=X aji+bjli =aXjoi+ bXjli=ajli +bjoi :

1.3.5 Matriz de uma Transformacao Linear

SejaT:U=C"! V = C™ uma transformecao linear. Sejam y =

xadas bases para os espacos vetoriais do domnio e do contradomnio de
T,e possvel representar a transformacaoT por uma matriz, de forma que
a atuacao deT sobre um vetorj ie equivalente ao produto matriz-vetor
coluna.

A matriz da transformecao linear T nas bases y e y e dada por:
2 _ 3
] ]
[T1y = 4[T(uw)] , [T(un )], 32 M(m;n)

J J
De nida dessa forma, vale que:
[Tiil, =[Tl1, 0], ;
portanto, a atuacao da matriz de T sobre um kete equivalentea multiplica-
cao matriz-vetor coluna levando-se em consideracao as bases previante
xadas.

Considere que as basesy e y sejam ortonormais. Cada vetorT jui
pode ser escrito na base\ da seguinte forma:

hvoj T Ui
o hvajT ugi

[Tjudl , = : ;
W 4T U

tendo em vista que alesima entrada do vetore o coe ciente da projecao
de jTuki na direcao do lesimo vetor da base emV. Assim, a entrada
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de linha | e colunak da matriz [T] ) e vjTuki, coml =0;:::;m  1e
k=0;:::;n 1 e consequentemente
o) T Ui hvoj T upi N hvojTun ai
hv1j T upi hvyjTugi N hvijTun i
[Ty = : . _ . :
tWm 1jTupi hvy 1jTugi i hvg 1jTun g
No caso de um operador linear, tem-s& = V (m = n), ee possvel
escolher a mesma base = fjbyi ;:::;jb, 1ig para o domnio e o contra-

domnio da transformacao. Essae uma situacao bastante frequeng, e a

matriz associada ao operador lineare montada da seguinte forma: as co-

lunas da matriz sao os vetore$T ki escritos como vetores coluna na base
. Portanto:

2 j j 3
[T] =[T] =4 jThi jThy i S
i i
Se a base fgr ortonormal, obem-se que 3
hooj T ki hbojThyi  ::r hojThy i
- _§ Hoyj T by ho jThi 0 HyjTh, 4i z
oy GiThoi hby T o0 Moy 1Ty o

Exemplo 1.19. Um operador linear A sobre um qubit pode ser escrito
como uma matriz (ha base computacional) 2 2 com coe cientes complexos
da seguinte formé';\:

. .3 2 3
J J HOjAjOi  hQjAj1i

(A]= 4 Ajoi Ajui 5=4 Ot Mg
j j hljAjOi  h1jAjli

com [] signi cando que os vetores em questao estao escritos como vetores
coluna na base computacional.E frequente denotar a matriz do operador
A pelo mesmo smboloA, quando est implcito qual basee considerada.

Exemplo 1.20. A matriz da transformacao linear do exemplo 1.18, na
base computacional, e obtida escrevendo-se a acao @€ sobre os vetores
da base.

.. ... 0
XJO|—11|—1
lei:jOi:1
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Em seguida, monta-se a matriz fazendo
2 .3
J J 0
X = 4Xjoi X 1o = 1
J J

Exemplo 1.21 (Matrizes de Pauli). As matrizes

o P

01 0 i 1 0
X = Y = e Z=
10 i 0 0 1
sao0 conhecidas commatrizes de Pauli Essas sao representacees na base
computacional dos operadoresX, Y e Z. Usa-se, costumeiramente, a
mesma notecao para se referir ao operador ea sua matriz na base compu-
tacional.

Em determinadas situacees, a matriz identidadel tamkeme chamada
matriz de Pauli, e usa-se a notacao alternativa

= o0 X= x=1,; Y= y= e Z= ;= 3!

1.3.6 Matriz da Compostao de Transformacees
Lineares

A compostao de transformecoes lineare¥: U ! V eR:V ! W
e a transformacao linear denotada porRT = R T:U ! W e tal que
RT( i) = RT ji para todo j i. A matriz dessa transformacao
linear pode ser obtida pela multiplicacao matricial das matrizes @ R e de
T:
RT],, =[RIy [T] ;

emque y, v € w Sao bases d&J, V e W, respectivamente.

1.3.7 Mudarca de Base

Para escrever a matriz de uma transformecao linearT: U ! V em
novas bases e J basta aplicar matrizes de mudarca de base de maneira
apropriada. , ,

[T13 =010 eny
No caso de um operador linearA: V ! V, pode-se usar a mesma

base nos espacos vetoriais do domnio e do contradomnio da furcao. A
mudarca de base nesse caso ca:

LS =010 S0T8 = 018 ALY D

coco
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A transformacao matricial [A]! [A]°=[M] [A][M ]Je conhecida como
transformacao de similaridade. Duas transformacees conectadas dessa
forma sao ditasmatrizes semelhantes As matrizes semelhantes sao re-
presentantes de um mesmo operador linear escrito em bases diferest

Se as basesy e 8 forem ortonormais, a brmula para mudarca de
base ca:

(A]

coco

=01SATS0TE = 118 YIALY 1Y

em que a operaao simbolizada poye a transposcao e conjugacao da
matriz. Essa operacao sem introduzida formalmente na secao 5.1.

Exemplo 1.22. Considere as base$ e X apresentadas no exemplo 1.2.
A matriz de mudarca de base del para X e vice-versae a matriz de

Hadamard H, como visto no exemplo 1.4. O operadoX , visto no exemplo

1.21, cuja matriz na base computacionale

_ _ 01
X_[X]| - 1 0
pode ser representado na bas¥ por
XIx =[5 XD I
= HXH
11 1 0111 1
P51 110F1 1
1 0
0 1
=Z:

1.4 Autovalores, Autovetores e Decomposcao
Espectral

1.4.1 Autovalores e Autovetores

SejaA um operador linear, com matriz na base computacional tamkem
representada porA. Os autovaloresde A sao 0s rumeros complexos que
satisfazem

Ajvi = jvi paraalgumjvi&O0 .

Os vetores nao nulogvi que satisfazem a equacao acima sao chamados
autovetoresde A associados ao autovalor .
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Exemplo 1.23. O operador linear em 1 qubitZ de nido pela matriz

_ 1 0
2= 0 1
possui:
autovalor 1, pois o vetor nao nulojOi e tal que ZjOi =1 jOi;

autovalor 1, pois o vetor nao nulojli satisfazZ j1i = 1 jli.

1.4.2 @lculo de Autovalores

A equacao de autovaloresA jvi = jvie equivalentea A | jvi =0,
comjvi & 0, e issoe equivalente a dizer que a matriz deA | e singular.
Por sua vez, isso equivalea equacao

det(A 1)=0:

Com a equacao acima, consegue-se encontrar os autovaloreslo opera-
dor A encontrando-se as razes dgolindmio caracterstico (A | ). Esse
polinbmio tém grau n e, como estamos buscando razes nos rumeros com-
plexos, admiten razes (pode acontecer que sejam repetidas). Dessa forma,
todo operador admite um autovalor.

Exemplo 1.24. Os autovalores da matriz

_ 0 2
A 1
podem ser obtidos por:
dettA 1)=0
0 2 _
det 1 i =0
(i ) 2 1=0
2 —
i +2=0
p-
i i 412
- 21
= iou =2i

Os autovalores podem ser rumeros complexos. Como a matrize 2 2, foi
obtido um polinbmio caracterstico de grau 2 e foram obtidas 2 razes.

51sso naoe necessariamente \alido para espacos vetoria is reais.
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1.4.3 @lculo de Autovetores

Uma vez descobertos os autovalores, retorna-sea equacaoA jvi =
jvi, ou melhor,a equacao

A | jvi=0

para encontrar todos os autovetoregvi & 0 satisfazendo essa equacao.
Como a matriz A | e singular (essae a condcao para se encontrar ),
a equacao em questao admite in nitas solwceegvi, formando um sistema
linear possvel e indeterminado.

Em algumas situaceese possvel montar uma base para o espaco com-
posta por autovetores do operadorA. Ha condcees sobre o operador que
revelam see possvel obter uma base ortonormal de autovetores. Iss&n
visto na secao 1.5. A obtercao de uma base de autovetores permitsae-
ver a matriz A nessa base como uma matriz diagonal, o que se provautil
em diversas circunstancias.

Exemplo 1.25. Dada a matriz

_ 0 1
X= 10"
0s autovalores e autovetores sao encontrados a seguir.
Autovalores: Resolvendo detX | ) =0, obem-se:
det(X I )=0
1 _
det 1 =0
2 1=0
= 1:

Autovetores: Para cada autovalor , deve-se resolver
X 1 jvi=0;
obtendo-se o vetorjvi.

Para = 1:
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(

ap+ta =0
a a =0

O sistema resultante, como esperado, e possvel e indeterminadoRe-
solvendo o sistema, tem-se:

(
=a
a32C:

Os autovetores associados ao autovalor = 1 sao:

..o a1 _ 1 i
jvi = a a 1 coma; 2C;a; 60
O autoespeaco associado a = 1le o subespaco vetorial:
- 1. _ 1
Vi= a 1 a2 C =span 1
Para =1:
X 1 jvi =0
1 1 a _ O
11 a O
(
a+a =0
a+a =0
O sistemae possvel e indeterminado, e, resolvendo o sistemagim-se:
(
a2 C
ai= 4do-

Os autovetores associados ao autovalor = 1 sao:

Lo A _ 1 .
jvi = ao—ao 1 comag2C;a60

O autoespaco associado a = 1e o subespaco vetorial:

1

Vlzaol

a2 C =span
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1.4.4 Diagonalizacao de Operadores

Uma vez encontrados os autovalores; e uma base de autovetores

linear A pode ser escrito na bas& como uma matriz diagonal. De na as
matrizes:

2 3
D = 2 g(matriz diagonal dos autovalores)
2 "3
J J
M = 4jvi jVn 1i9(matriz de mudarca de base:l ! V ) :

J J

A matriz de A na baseVe dada por:

2 ) . 3
J J
[Alv = 4[Ai\/_oi]v [Ajva 1]y
2 : 3
.] . .J .
= 4 OJ\_/ol]v [ n 1JVn 1ilvo
J 3 J
0
g o
n 1

A matriz M nada maise que a matriz de mudarca de baseM =[I]\,.
Conforme a secao 1.1.3 , pode-se escrever:

D =[Al =[II/[AIl}, =M *AM:
Ainda, se a baseV for ortonormal, conforme 1.2.4, pode-se escrever
D= MYAM :

Nessas expressees, usa-Aepara denotar a matriz [A] do operadorA na
base computacional, o que simpli ca a notacao quando nao houver risco
de confusao.

Portanto, de posse dos autovalores e de uma base ortonormal,e possvel
escrever o operadoA como uma matriz diagonal.

O operador A tamkem pode ser representado na notacao do produto
exterior da seguinte forma. ComoV forma uma base ortonormal, vale a
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P
relacao de completudel = | jvchvgj para essa base. Aplicando-se essa

relacao aA, obem-se
X X
A=Al = Aijthj = ijthkj .
k k
Exemplo 1.26. No exemplo 1.25 foram calculados os autovalores e auto-
vetores da matriz

_ 0 1.
X = 1 0°
obtendo-se:
-1, jvi=ai (a2 C:a60)
. 1
= 1, jvi=a 1 (a2 C;a60)

Pretende-se extrair uma base ortonormal de autovetores para escrever
X na forma diagonal. Nesse ca$p basta normalizar os autovetores obti-
dos.

Para = 1:

P |
ai =1=)ja 12+12=1=)j aj= %:
Ha \arias opcees para a que satisfazem essa condcao. Pode-se escolher
apenas uma delas para fazer a diagonalizacao, por exemple: = 1@»1—i @)
autovetor normalizadoe, portanto,

'vi—él—pl—'Olef'li'
: 21 - PRI TR
Para =1
a 1 S12) ] af 24 1)2:1:)jaj:pl—§:

Do mesmo modo, pode-se escolhar= 9% e 0 autovetor normalizadoe:

iz ps L= pLjoi pejii
: 2 1 PR Rml

6Todos os autoespacos de dimensao 1.
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Base ortonormal de autovetores:

i = 1 1 i = 1 1
J ol = pE 1 ’ J 1l = pE 1
I {z—1} | {z }
=1 = 1
Diagonalizacao da matriz:
Matriz de X na forma diagonal:
_ 0 _ 1
Xp = LT 1
Matriz de mudarca de base:
2 . 3 2 4 . 3
oo =z P 11 1
M = 4jvi jwiio=4 S= p—
i ; 1 1 21 1
i sl
Operador na forma diagonal: Na notacao de produto exterior, tem-se:
X
X = kjvkhvij =1 jwohvoj 1 jvihvij

k

1.5 Tipos Especiais de Operadores

Nesta secao, alguns operadores com propriedades especiais serao apre-
sentados. Os operadores normais, hermitianos, unitrios, positivos e pr
jetivos participam da base da Mecénica Quéantica.

1.5.1 Operador Adjunto

SejaA um operador linear. Em Algebra Linear,e possvel demonstrar
gue existe umunico operador linear, denotado porAY e chamadooperador
adjunto de A, que satisfaz a seguinte propriedade:

(OAL) JiGAj L = AY i)

Para qualquer base , a matriz do operador AY esh relacionada com a

matriz de A por
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(0A2) [A] =[A]Y= [A] T
istoe, a matriz [ A] Ye obtida de [A] conjugando suas entradas e tomando
a transposta.
Algumas propriedades da adjunta estao dispostas na seguinte lista:
AY Y= A (Involicao)
|

X akAk. y = a, A (Antilinearidade)
Exemplok1.27. A matl;iz adjunta de
A= 21 15|+_ i
e a matriz conjugada transposta
A= ’ i é

1.5.2 Operadores Normais

Um operadore dito normal se comuta com seu operador adjunto:

(ON) A AY =AY A,
Exemplo 1.28. O operador de nido pela matriz
_ 1+ 1
AT 71 1
e normal, pois satisfaz AAY = AYA. De fato,
1 i 1
Y =
A 1 1+
e tem-se que
1+ 1 1 i 1 30
Y =
AA 1 1 i 1 1+ 0 3
1 i 1 1+ 1 3 0
YA = =
AA 1 1+i 1 1 i 0 3

A importancia do operador normal decorre do seguinte teorema:

Teorema 1.29 (Teorema Espectral) Um operadore normal se, e somente
se, for diagonaliavel.

Dessa forma, basta checar se um operadore normal para se saber se ele
admite uma base de autovetores e uma representacao por matriz diagonal.
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1.5.3 Operadores Hermitianos ou Autoadjuntos

Um operador H e dito hermitiano, ou autoadjunto se valer a seguinte
propriedade:

(OH) HY=H.

Exemplo 1.30. O operador dado por

e autoadjunto, pois

Os operadores hermitianos estao relacionados com a evoluwcao no tempo
de um sistema quantico fechado e com a medida de um obsenavel.

Um operador hermitiano e, automaticamente, um operador normal,
tendo em vista queHHY = H2 = HYH. Conforme o teorema 1.29, todo
operador hermitianoe, pois, diagonaliavel. Aem disso, lm um teorema

gue permite tirar conclusees a respeito dos autovalores de uma matri
hermitiana.

Teorema 1.31 (Teorema Espectral para Matrizes Hermitianas) Um ope-
rador normale hermitiano se, e somente se, todos os seus analores sao
reais.

1.5.4 Operadores Uniairios

Um operador Ue dito uniirio se satis zer alguma das condcees equi-
valentes:

(OU1) W=uU L.

(OU2) As linhas ou as colunas delJ] sao vetores ortonormais enC", para
alguma base .

(OU3) U e uma isometria, istoe, preserva o produto interno entre veto-
res (e em consequéncia, preserva tamtem a distancia entre vates):
Ujisuj i = jisji
Exemplo 1.32. O operador de nido pela matriz
1 1 1

H=p51 1
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o . . o401 P R |
e uni@rio, pois as colunas jcyi = P elal =5 | seo vetores
ortonormais:
. 1 1 1P —
Kicoik = — = p= 12+12=1
JCo FFZ 1 1%2
- 1 1 1P —
Kjicoik = — =p— 12+( 1)2=1
JCo FFZ 1 pE (1
- 1
heojeii = 101 1= 1 1=0

O produto de dois operadores unitriose unigrio:
(UiUp)Y = USUY = U, Ty, P =(UgU,) 1

A condcao de um operador ser unitirio tamkem implica normalidade,
visto que UUY = | = UYU. De acordo com o teorema 1.29, todo operador
uniarioe, entao, diagonalizavel. Pode-se mostrar o seguinte teorena.

Teorema 1.33 (Teorema Espectral para Operadores Unifrios) Seja U

uma matriz normal. Ue uma matriz uniaria se, e somente se, 0s seus

autovalores sao rumeros complexos de nodulo 1, logo expveis na forma
= ¢ paraalgum 2 R.

1.5.5 Operadores Positivos
Um operadore dito positivo quando satisfaz a seguinte propriedade:
(OPos) hijpPji 0; 8ji.

E possvel demonstrar que um operador positivoe, automaticamente,
hermitiano, e, portanto, todos os seus autovalores sao reais. Akm disso,
a propriedade (OPos)e equivalente a dizer que todos os autovetoresedP
S80 rumeros reais nao-negativos 0.

Diz-se que um operadorepositivo de nido quando satisfaz a condcao
seguinte, mais rigorosas que (OPos):

(OPosDef) hijPji>0; 8j i&0

Essa condcaoe equivalente a a rmar que todos os autovalores d® sao
rumeros reais positivos > 0.
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Exemplo 1.34. O operador de nido pela matriz

e positivo. De fato, por se tratar de uma matriz triangular, os autovalores
podem ser obtidos diretamente da diagonal: =1e = 2. Seus auto-
valores sao todos nao negativos, do que decorre gaes positivo. Como
nenhum autovalore nulo, o operadore tamtem positivo de nido.

1.5.6 Operadores de Projecao

Um operador de projecace um operador P que satisfaz:
(OProj) P2=P.

Os autovalores deP podem assumir os valores =0 ou = 1. De
fato, se e um autovalor com autovetor jvi & 0 associado, tem-seP jvi =
jvi =)  jvi=Pjvi=PPjvi= P jvi= 2jvi,logo, (% )jvi=0
e, comojvi & 0, tem-se 2 =0 e, por m, =0ou =1 Isso
prova, em virtude dos teoremas 1.31 e 1.33, que todo operador de projecao
e hermitiano e positivo.
Considere o subspaco vetorial de dimensao nitaw = P (V) (imagem

normal do espacoV,e possvel escrever o operado como

K1
P =Projy = jvihvjj
j=0

O operador
K 1
Q=1 P=Projy- = jvjhv;j
i=k

e um operador de projecao no subespacdN ? .
Tem-se que Proj, +Proj- = | e portanto, todo vetor j i pode ser
decomposto na soma de projecees e e emW? :

] i:FI’roj\&(j i;+F|’rojV\{Z» (j i?:

2

W 2w?
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Exemplo 1.35. Os operadores no espaco de estados de 1 qubit

jOhOj

OO Or
O OO

j1hlj

sa0 as projecoes na direcao dos vetorég8i e jli, respectivamente. Tem-se
que

| = jOhQj + j1hlj ;

guee a relacao de completude.

Se denotarmos porW = spanfj Oig o subespaco gerado poj0i, tem-
se queW? = spanfj lig, jOh0j = Proj,, j1hlj = | j OhQj = Proj - e
qualquer vetorj i pode ser escrito como

Ij i=(joh0j+ jihlj)j i
jongjj i + jlhljj i
Projy j i +Projy-j i :

—
1

Sej i = aj0i + bjli, entao

Projy j i jOR0j (ajOi + bili) = jOi af0ig) + jOi bIOL = ajoi
0

j1h1j (ajoi + bjli) = j1i afLjoj + j1i bHLjlj = bjli :
CR

1.5.7 Resumo

A gura abaixo traz um quadro resumo dos operadores especiais abor-
dados neste captulo.
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Unitarios
Hermitianos

Positivos

Projetores

Figura 1.1: Rela(;z}o entre os operadores especiais estudados neste capitulo.
Fonte: Slides de Algebra Linear, UFSM [9]]

Operador Propriedade
Normal NNT = NN
Autoadjunto ou Hermitiano HY'=H
Unitdrio ut=ut
Projetor P2=Pp
Positivo (W|Pp) =0, Vb
Positivo definido WPy >0, V) #0

Tabela 1.1: Resumo das propriedades dos operadores especiais estudados
neste capitulo.

1.6 Produto Tensorial

E possivel compor dois espacgos vetoriais para formar um terceiro es-
paco. Uma maneira de fazer isso é por meio do produto tensorial Em
Computacdo Quéntica, essa construcao é fundamental para se trabalhar
com sistemas compostos por mais de um qubit. Um sistema de dois qubits
serd o produto tensorial de dois espacos C?, que modelam um qubit.

1.6.1 Espaco Vetorial do Produto Tensorial

Dados dois espagos vetorias V e W, com bases Sy = {|vk)} e Bw =
{|wi)}, o produto tensorial de Ve W, denotado por V @ W, é definido
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como o espaco vetorial gerado pela base:

A dimensao do espaco vetorial do produto tensoriale, portanto,
dmV W =dmV dmW :

O produto tensorial  forma uma dupla ordenada com propriedades
diferentes das do produto cartesiano. Essas propriedades, listadasaikos,
sao0 chamadas conjuntamente deilinearidade:

Paratodosz2 C, jvi2 V ejwi2 W,
z (jvi j wi)=(zjvi) j wi=jvi (zjwi):

Paratodos v ; vZ 2V ejwi2 W,

(vi+ v2) jwi= vt jwi+ Vv jwi:

Paratodosjvi2 Ve w! ; w? 2 W,

jvi (w! + w?)=jvi  wl o +jvi w?
Um elemento gererico do espacoV W e uma combinecao linear dos

vetores da basgvgi j wji. Em geral, essa combinacao nao pode ser escrita
da forma fatorada jvi j wi.

Exemplo 1.36. O sistema composto por 2 qubitse dado pelo produto
tensorial de dois espacos vetoriais de 1 qubit (isto sel visto com rais

detalhes na secao 2.1.5). Esse espaco vetoriale denotado p@® C2. A

base desse espacoe formada pelos 4 vetores

j00i = j0ijoi = joi | Oi
j0li = jOijli =joi | 1i
j100 = jlijoi = jli j Oi
11 = jljli=jlj 1 ;

e as igualdades apresentadas acima apenas referem-se a notacoes alternati
vas e mais compactas. A ordem em que as entradas aparecem no produto
tensoriale importante, de forma que jO1i & j10i, por exemplo.
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Produto Tensorial Produto Cartesiano

ou Soma Direta

Notecao: v W vV W=V W
Base: Vi J owii ki ;0 ;0 0 jwii

Dimensao: | dmV W =dim V dmW dimV W =dm V +dim W

Tabela 1.2: Tabela comparativa entre produto tensorial e produto cartsi-
ano (tamkem chamado soma direta).

Um vetor qualquerj i2 C? C? pode ser escrito como
j 1=ajo0 + bjoli + cj10i + dj11i ;

com a;b;c;d2 C. Alguns exemplos de vetores pertencentes ao espaco em

questao Sao:
{00 + j11i
T

jOoi  (jOi +2j1i) = jOOi +2 )01l
(5j1i)jli =5j11
pl—'Oi EIF jOi = pl—'OOi pL'm :
20 P 7! 2
As igualdades acima sao exemplos da bilinearidade do produto tensorial

1.6.2 Comparacao do Produto Tensorial com o
Produto Cartesiano

O produto cartesiangas vezes chamadassoma diretae outra maneira de
se compor dois espacos vetoriais em um espaco \maior", denotado pov
W ou porV W. O produto cartesianoe formado por duplas jvi ;jwi
comijvi2 V ejwi 2 W. Nesta subsecao, a notacao (, ) refere-se a par
ordenado em vez de produto interno como no restante do texto.

As diferercas entre essas duas operacees estao dispostas no que segu
Outra diferercae que a soma, no produto cartesiano,e uma soma etnada
a entrada
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a nao ser que, por exemploy! = v2 | de modo que

1 2

wl o+ vt w2 = vt

v wl o+ w2

A multiplicacao por escalar no produto cartesiano tamkeme entrada a
entrada

z jvijjwi = zjvi;zjwi ;
enquanto que, no produto tensorial, o escalar pode ser incorporado aigl-
quer das duas entradas, mas deve ir para apenas uma delas

zZ jvijwi o= zjvi j wi=jvi Zjwi
1.6.3 Produto Interno

SejamV e W espeacos de Hilbert, istoe, espacos munidos de produto
interno. O produto tensorial V'~ W pode ser munido com um produto
interno derivado dos produtos internos deV e deW. De na:

Vi ) Wi jvgol | wyol = A v JWii 5 jwiol

hijvkol hwijwiel = koo ;  (1.1)

estendendo a de ncao para elementos arbitarios do produto tensorial por
linearidade na segunda entrada e antilinearidade na primeira.

Para dois vetores da forma v* wl e v? w? do produto ten-
sorial, pode-se denotar

1 1

W ;V2 2 -

\'% w = \'

e decorre da de ncao de produto interno que

1 1 2 W2 - Vl V2 Wl W2

v \% w

w Vv

Exemplo 1.37. O espaco vetorial C>  C? que descreve 2 qubits foi apre-
sentado no exemplo 1.36. O produto interno nesse espacoe expiiado
no que segue. Use os ndiced e B para fazer referénciaa primeira ea
segunda entrada tensorial, respectivamente.

O produto interno dos vetores da basee dado pela equacao 1.1, que se
traduz em

hkjpd g = jiki;jpd AB
= Jjiijpi 4 kiGjdog
= hjpiy hKjdig

= §p kg = jkpg >
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em quej; k;p;q =0; 1. Por exemplo,
H01j01i =1, h11j10i =0 e h10j0li =0 .

Sejam

a1jO0 + by jOLi + ¢1j10i + dy j11i
a2j00i + by jO1i + j100 + dpj11i :

joi
joi

O produto interno de j i comj ie dado por

a; MO0 + by M0Yj+ ¢, MiGj+ dy MLl a,jO0i + by jOli + o j10i + doj11i

yat+tbpt+tcct+d d:

hji

A norma de | ie dada por

q
Ki ik = janj? + jbuj? + jerj? + jdij?

Exemplos:

Hoj + hj o0 ijai
ﬁje,—J Mj; jOi, JﬁO%
2 A 2 s
HOj0i + h1j0i hijoi i hajdi
Pé A Pé 5
_1+0 O _
f 2 2 2
94— p_
kjoli +ij10k = j1?+jij*= " 2:

1.6.4 Operadores
SejamA um operador emV e B um operador emW. E possvel de nir
um operador emV W, denotado porA B de forma que
(A B)(jvi j wi)= Ajvi Bjwi :

Todo operador emV W pode ser decomposto em uma combinacao
linear de operadores da forma apresentada anteriormente.

Pode-se mostrar que a compostcao, ou produto, de dois operadores
A B eA® B% dada por:

(A B)A° BY= AA° BBO:
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Exemplo 1.38. SejamX eH operadores no espaco de 1 qubit dados por

X joi = j1i X = 0 1
X jli = jOi 10
Hjoi = ¢ j0i + pL5jli .11
Hjl = %Jm %Jll 21 1

Esses operadores foram utilizados em \arios dentre os exemplos anterigre
O operadorH X atua no espaco de 2 qubits como no exemplo abaixo.

H X joi  (jOi +ijli)
Hjoi X (joi + ijli)
joi + j1i
4977

ili + 0

i 1 i 1
—j00i + p— |0l + p—j10i + p— 11 :
PEJ PEJ PEJ FFZJ

Se forem usados potulos 1 e 2 para as entradas tensoriais, a conta do
exemplo acima poderia ser reescrita como

H1X2j0i, (jOi + ijli)2
= Hq1j0i; X2(j0i + ijli),

O, g+ o,

[ 1. R 1. .
%10012+ 9—5101112+ 9—211012+ p—é]l]le :

Mais detalhes sobre a notacao encontram-se na secao 1.6.7

1.6.5 Produto de Kronecker

Ak entao, o conceito de produto tensorial foi apresentado de mane#r
abstrata. E possvel abordar esse conceito de maneira matricial tamkem.
Fixadas bases paraV e W, os vetoresjvi e jwi desses espacos podem ser
representados como vetores coluna. O vetgwi j wi tamkem pode ser
representado como vetor coluna fazendo-se moduto de Kronecker.
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2 3
o
2 3 2 2 3oby
ao bo ag jwi :
o B by _EaleI 8 aghy 1
wiiw=g ] 8% 3
an 1 bn an 1jwi aiby
anl.bml

Essa operacaoe mais facilmente compreendida por meio de um exem-
plo.

Exemplo 1.39.
2 2 33 2 33
5 3 1445 4
3 5
1 _ _ 85
445 = =
2 2.3 6
5 3 8
24 45
5 10

O produto tensorial de operadores enV e W tamkem pode ser obtido
matricialmente por meio do produto de Kronecker.

2 2 3
aon 1 ap;0B aon 1B
§ 311 ain 1 § ;1B arn 1B
an 1;0 an 1n 1 an 1;OB an 1n 1B
Exemplo 1.40
2 3
2 3
Oé Z 1; j 0 01 2
01 12:§ %zgoo:sg
o sl aabThzo
3 4 3 4

O produto de Kronecker, em geral, naoe comutativo.
SeA 2 M(ma;na) e B 2 M(mg;ng), entao a matriz A B tem
mamg linhas enang colunas, ou sejaA B 2 M(mamg;nang). Uma
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forma geral de escrever o elementpk da matriz A Be

(A B)i:k = @quoc(jim & );quoc(kin s ) brestO(j;m g )iresto(king)
em que
j=0;%:::;mamg 1
k=0;1;:::;nang 1
e, parax;y inteiros,

quoc(x;y) e o quociente da divisaox=y
resto(x;y) e o resto da divisaox=y :

Exemplo 1.41. A, ,, B3z 2. O elemento 42 da matriz A B pode ser
obtido por:

(A B)az= Aquoc(4 ;3);quoc(2 ;2) bresto(4 :3);resto(2 ;2) — ayibyo -

A matriz A B esh representada abaixo, destacando-se o elementq 2

2 2 3 2 3 3

;0 bO;l bO;O bO;l

a0;04bl:0 b1;15 a0;14bl;0 b.l;l5

a00B a01B bZJO bZ;l bZ;O b2;1

— ;0 0;1

A B= a;;0B ai;;iB Zbo-o tb-13 2bo-0 b0~13
al;04bl;0 b_L;15 9 bl;lg

bz;o bz?l b2;0 b2;1

1.6.6 Produto Tensorial de \arios Espaos Vetoriais

O produto tensorial de \arios espacos vetoriais segue a mesma ideia
do caso de dois espacos, apresentado anteriormente. A dimensao aser
produto das dimensees de cada espaco. O produto tensoriale assativo,
entao naoe necesario usar parénteses num produto tensorialedarios
espacos. Naoe possvel comutar os fatores do produto tensorial.

1.6.7 Notaao

Em situacees paticas, costuma-se usar ndices em cada fator do pro-
duto tensorial para evitar confusees. Tamtem ha variantes que deiam
a notacao mais curta. Alguns comentrios a respeito dessas variantes
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sao0 abordados nesta secao. Para tratar disso, considere um exemplo em
vV W U.

Pode-se denotar um elemento da formgvi j wi j ui omitindo-se o
smbolo : jvijwijui. Nesse caso, deve-se tomar cuidado para nao confun-
dir essa justapostao com o produto matricial;, nas situacees de taresse,
normalmente o produto matricial nao sea possvel e ta menos ri€o de
confusao.

Costuma-se atribuir ndices aos fatores: jvi j wi j ui = jviy,
jwiy, j uiy = jviy jwiy, jui,. Ainda, pode-se escrever esse elemento
como: jvi, jwi, juig, ou jvwuiy,,, ou, ainda, qualquer notacao equiva-
lente, que evidencie a que espaco cada ket pertence. Com a identgcao
por ndices, e possvel ae trocar a ordem em que sao escritos; mo deve
ser confundido com a comutatividade dos fatores, que naoe permitidam
geral. Assim, pode-se escreveijui jwi, jvi,.

Os bras tamtem podem ser rotulados com ndices. Por exemplo, escrev
se jvi,jwi,juig = 1 hvj 2 hwj 3 huj, oujkuiv\‘;\,U = vwu hvwuj.

Considere, agora, os operadores da form&a B C,comA,B eC
operadores nos espao¥, W e U, respectivamente. E possvel tamkem
atribuir ndices nos operadores para lembrar em que espaco cada um dies
atua. Por exemplo, pode-se denotarA; B, Cas.

Ha situacees em que se deseja operar apenas em uma das entradas do
produto tensorial. Assim, por exemplo,Ajvi j wi j ui = A jvi j wi

jui . Formalmente,A; = A | |, nesse caso. O produto (ou compostcao)
dos operadoresA;B,Cs signica (A | 1)l B I)({I | C)=
All I1BI IIC = A B C. Dessa forma, com os ndices, pode-se

escreverA;B,C3; = A B C sem perigo de confusao com o produto
matricial de A, B e C; Pode-se at mesmo trocar a ordem de como sao
escritos: BbA1C3= A B C.

Outra notacao bastante utilizadae quando se deseja realizar o prodto
tensorial entre n ®pias de um vetor j i. De ne-se

EITEE

n vezes

Essa notacao pode ser utilizada para bras e para operadorek:j ", A .
Tamkeme possvel usar uma notacao araloga ao produbrio para denotar ,
por exemplo,

AijOi; = A1jOi, it ApjOi, = ApiiiAgjOiiiOn
i=1
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Ha, pois, diversas maneiras de se denotar o0s mesmos vetores ou opera-
dores. Essa variedadeeutil para permitir a escrita de expresses compactas
em diversas situacoes em que o produto tensorial aparece.



Cap'tulo

Introdwc-ana Mednica
Quantica

A partir do nal do sculo XIX e incio do ®culo XX, diversos fen”o-
menos desa avam a capacidade de explicacao das teorias fsicas vigeste
Dentre esses fendbmenos, pode-se citar a radiacao de corpo negro.feite
fotoektrico, as caractersticas ondulabrias do ektron em experimento de
dupla fenda e o experimento de Stern-Gerlach. A Mecéanica Quéitae
produto das tentativas de se explicar esses fendbmenos de modo comydt
com o que se observa experimentalmente.

A apresentecao da Mecénica Quantica, neste captulo, e feita ¢ ma-
neira axiomatica. Para manter o texto mais conciso e restrito ao objetvo
de se estudar Computacao Quantica, nao sao apresentadas motivacqesa
0s axiomas ou discussees a respeito dos experimentos. Uma discussao d
experimentos de fenda dupla e de Stern-Gerlach encontra-se em,[8coes
21e 22, eem](l2], secao 1.5.1.

As principais referéncias para este captulo sao os livros [12], sao 2.2
e [2], secao 2.4.

2.1 Postulados da Mecéanica Quéntica

2.1.1 Descrcao de um Sistema Fsico

O primeiro postulado prescreve como um sistema fsico isolado e
ser descrito pela Mecéanica Quantica. Um sistemasoladoe um sistema no

41
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gual nao ocorrem trocas de energia ou matria com o ambiente.

Postulado 1. Um sistema fsico isolado e descrito por um espaco de
Hilbert H com escalares complexos. Esse espaco vetoriale chama@spaco
de estados Um estado do sistemae descrito pelo chamadwoetor de estadq
um vetor uniario no espaco de estados do sistema.

A Mecéanica Quantica nao descreve qual espaco de Hilbert deve rse
usado para descrever o sistema. Descobrir qual espaco de estadosaltege
adequadamente um dado sistema fsico isoladoe tarefa dos cientias, que
recorrem a teorias espec cas ou propeem modelos para o sistema emeg4
tao. A Mecénica Quantica traz apenas a estrutura matenatica e conciual
na qual espera-se que o0s sistemas fsicos se encaixem.

No presente trabalho, apenas 0s espacos vetoriais de dimensao nita
serao considerados. Nesse caso, um espaco de Hilberte equivale a um
espaco vetorial com produto interno.

Exemplo 2.1 (Qubit) . Um qubite um sistema quantico descrito mate-
maticamente por um espaco de HilbertH = C? com dimH = 2. Qualquer
base do espaco do sistema tem exatamente dois vetores. Uma base para
0 sistemae a base computacional jOi ;jli . O vetor nuloe costumeira-
mente denotado apenas por 0 para hao ser confundido com o vetor da base
jOi.

Esse sistemae um aralogo quantico ao bit chssico, um sistema que
pode assumir os valores 0 ou 1 e que assume apenas um dos valores em
cada instante. O sistema pode encontrar-se em qualquer estagoi 2 H
comkj ik =1. Istoe, todo vetor j i = ajOi + bjli comjaj2 + jbj2 =1le
capaz de descrever um estado do sistema.

Por exemplo, o qubit pode encontrar-se no estad{i ou jli, de forma
parecida com o bit chssico. A novidade agorae que ele pode se encoatr
numa superposcao desses estados, com»%jOi + p%jli, pois estee um
vetor uniario em H.

2.1.2 Evolwcao Temporal de um Sistema Fsico

O estado de um sistema fsico esh sujeito a alteracees com o tapo.
A estrutura geral para essa evoluwcao temporal do estadoe dada pelogs-
tulado a seguir.

Postulado 2. A evolwcao temporal de umsistema fsico fechado e
dada por um operador linear uniirio no seu espaco de estads H. Em



2.1. Postulados da Mecanica Quéantica 43

smbolos:
joei=Uj i
Por ser um operador unitirio, U preserva o tamanho dos vetores, de
modo que o vetorj i tem norma 1 e corresponde a um estado do sistema.

O enunciado do postulado 2 pode ser reescrito em termos de operadores
Hermitianos.

Postulado 2. A evolwcao temporal de umsistema fsico fechado e
dada pelaequacao de Schroedinger

. d. S .
i~ @OF=Hj @O
em queH e um operador Hermitiano no espaco de estados do sistema.

Neste postulado tem-se~ = -, em queh = 6;626 10 3*J se a
constante de Plank, determinada experimentalmente.

A equivaléncia entre esses dois postuladose dada por um teorema da
Aralise Funcional chamado Teorema de Stoné. Para se ter uma ideia
dessa equivaléncia entre os postulados,e mostrada uma argument@zo-nao

formal de que (2") implica (2) a seguir.
Armaao. O enunciado (2') implica (2).

Prova da armacao. Supoe-se que valha o enunciado em (2'). Sefh um
operador hermitiano. EntaoH = HY. Considere inicialmente um intervalo
de tempodt in nitesimal. Pode-se escrever

2

. . . .ood. . 1d . Do
i (t+ dt)i ] (t)|+a] (t)ldt+5@j (t)idte+ :::

j @i+ %j ()i dt;

realizando a expansao em srie de Taylor e retendo os termos at pnieira
ordem apenas. Pelo enunciado de (2'), tem-se que

d. . IH . .
al (ti= —j ()
Substituindo na equacao anterior, tem-se que

i (t+di= | @ i i

1Hall, B.C. (2013), Quantum Theory for Mathematicians, Grad  uate Texts in Mathe-
matics, 267, Springer.
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Denindo Uy = | M4 tem-se queUg e uniarria se desprezarmos os
termos de ordem maior ou igual a 2 endt. Efetivamente, tem-se:

iHdt iH Yot
Udt Ugi/t = _ | + _
iHdt _ iHdt  i2H2dt?
= | +
~ ~ ~2
= |
iH Ydt iHdt
UUg = I+ |

iHdt  iHdt  i2H 2dt?

~ ~ 2

= |+

Para um intervalo de tempo nito de t; a t;, divida o intervalo de
tempo em pedeacos iguaisdt = il nt‘ ,comn!1l . A evolwao temporal
entret et + dt nesse intervalo de tempoe dada pelo operadody:. Dessa

forma, tem-se que

tr = tj+ n dt

e que

j ()i = Ugj (tr db)i
= UgUqj (tr 2dt)i

= oiUg j o (6)i
}Jd_t{z_d}l (t)
n vezes
SejaU = (Ug)". Com iss@,

iHdt "
U |

(Ua)" = |

|
H (@ t) " "

n

| exp iH(tr  t;)

n'l ~

2perceba que o limite n 11 que surgee aralogo ao limite fundamental
a n
ni1 n
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Portanto tem-se
j(t)i=UuUj (t)i:
Aem disso, Ue um operador unitirio poise produto de operadores uni-
arios, conforme secao 1.5.4. Assim, chegou-se ao enunciado (2). y

Exemplo 2.2. As matrizes de PauliX, Y e Z apresentadas no exemplo
1.21 representam operadores lineares uniarios em 1 qubit na base compu
tacional e podem, portanto, representar a evolucao temporal de um qubi

Exemplo 2.3. A matriz de Hadamard H representa um operador linear
unieirio na base computacional, e pode, portanto, ser uma operecao de
evoluwcao temporal de um sistema fsico de 1 qubit.

Se 0 qubit se encontra no estado

jii:pl—é joi +j1i

as a aplicacao deH, o estado nal passa a ser

joti le—éjOi+j1i

= p%HjonHjli

1 1 . 1 .. 1 1 ...
= — — 0 + p=j1i + p=]0i —

FFZFFZJ FFZJ pEl FFZJ
= jOi

2.1.3 Medidas em Sistemas Fsicos

Um fendbmeno muito particular da Mecénica Quéanticae a medida deum
obsenavel em um sistema fsico. Em geral, naoe possvel obter om certeza
o resultado de uma medida. O que a teoria fornece sao probabilidades d
se obter cada possvel resultado da medida.

Esse caamter probabilstico est atrelado aos fundamentos da Mecarca
Quantica®. Isso signi ca que a Mecanica Quanticae uma teoria funda-
mentalmente probabilstica.

Matematicamente, um obsenavele descrito por um operador Hermi-
tiano e seus autovalores correspondem aos possveis resultados da nodi
Imediatamente aps a medida, o estadoe projetado no autoespaco asso
ado ao valor obtido.

3Uma discussao interessante sobre o colapso da furcao de onda do sistema devidoa
medidae feita em [5], p. 2-5.
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Postulado 3. A cada obsenavel fsico associa-se um operador Hermitiao
A no espaco de Hilbert do sistema. O operadoA admite decompostcao
espectral e seus autovalores sao reais (conforme seca®dB). Seja
X
A= a Pk

k
a sua decomposcao espectral, com, autovalores distintos ePy as proje-
coees ortogonais nos autoespacos correspondentes.

Os valoresay correspondem aos possveis resultados da medida do ob-

senavel A. Se o sistema esh no estadq i antes da medida, a probabili-
dade de o resultado sesy e dada por

p(ax) = kPyj ik?:

O estado do sistema aps a medida, dado que se obteve o resddi ax, e
dado por
Pej i,
kPyj ik~
Caso o obsenavel seja descrito por um operadoA com todos 0s auto-
valores distintos, e possvel escrever

X
A= ay jkhkj ;
k
com osays todos distintos ePy, = jkhkj. A probabilidade de se obter o
valor ay e
p(ax) = jhkj ij? ;
e, dado que o resultado da medida tenha siday, o0 estado do sistema passa
a ser

kj i ... . .
K i jki j ki (a menos de uma fase global)
Exemplo 2.4 (Qubit). Sejaj i = ajOi + bjli o estado de um qubit, com

a;b6 0. A medcao desse qubit na base computacional, istoe, em relaae
ao obsenavel
Z=1 jOh0] 1 jlhlj ;

tem dois possveis resultados mutuamente excludentes: 1 oul. As pro-
babilidades de se obter esses resultados sao dadas a seguir.
O resultado 1 ocorre com probabilidade

p(1) = kjOhOjj ik? = kjoi ak® = jaj* ;
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e o0 estado do sistema aps a medidae
= SOy
kjohOjj ik  jaj
O resultado 1 ocorre com probabilidade
p( 1) = kjlhljj ik? = Kjli bk? = jb? ;

e o estado do sistema aps a medidae

_thgj i _ b
© kjilhljj ik b
Se 0 qubit estava no estadg i = jOi, a probabilidade de se obter o

resultado 1 na medcaoep(l) = 1 = 100%, e o estado aps a medcaoe
j 9 = j0i. Subsequentes medcees continuarao fornecendo o resultado 1 e
mantendo o estado nal emjQi.

Da mesma forma, se o qubit estava no estadjo i = j1i, a probabilidade
de se obter o resultado 1 na medcaoe p( 1) =1 = 100%; o estado aps
a medcaoej 4 = jli e subsequentes medcees continuarao fornecendo o
resultado 1 e mantendo o estado nal emjli.

2.1.4 Valor esperado de um Obsenavel

Um ensembles uma colecao su cientemente grande de sistemas pre-
parados no mesmo estado. Se realizarmos a medida de um obsenavel em
um ensemble, cada sistema tem um resultado possivelmente diéte, com
probabilidades de acordo com o postulado 3. Pode-se extrair o valor espe-
rado desse resultado, ou seja, a media dos resultados das medidas dasse
sistemas idénticos.

Dencao 2.5 (Valor esperado de um obsenavel) SejaA um obsenavel,
istoe, um operador hermitiano no espaco de estados do sistema. ®@alor
esperadode A para esse enum ensemble preparado no estafloi,e dado
pelo rumero real

PAi = h JA] i :
Observecao?2.6. O valor esperado do obsenavel depende do estado em que
e preparado o ensemble. Por isso, pode-se usar algum ptulo para lemér
guale o estado do ensemble:

PAI = hAi
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E comum tamkem explicitar o estado do ensemble denotando o valor es-
perado simplesmente porh jAj i.

Observecao 2.7. O valor esperado dado na de ncao 2.5 corresponde a
nedia dos reF§uItados das medidas dos sistemas, como dito anteriorment
SejamA = | aPyx o referido obsenavel e sua decompostcao espectral.
Sejamj i o estado de todos os sistemas do ensembleNee 0 rumero de
sistemas do ensemble. O valor esperado do obsenavél, denotado por
hAi, depende do estadg i em que os sistemas se encontram ee dado pela
nedia dos resultados das medidas. Como a probabilidade de se obtex na
medcaoe p(ax) = kPyj ik?, como informado no postulado 3, o rumero
de sistemas com resultad@, e Np(ax), e a nedia dos resultadose

X

MAI = Ni ak Np(ak)
k

= axp(ax)
ackPy j ik?
akh ngij i

= agh jPgj i
X

aPyj i
K
hiAj i

1
>

lembrando quePy, o operador projecao,e hermitiano (P, = Py) e vale que
sz = Pk.
2.1.5 Sistemas Compostos

Oultimo postulado refere-sea uniao de dois ou mais sistemas em um
unico sistema composto. A ferramenta matemratica que descreve adgia-
damente essa composcaoe o produto tensorial.

Postulado 4. A compostao de sistemas dados poHq, H,, :::, Hy e
descrita pelo produto tensorial

Hi Ho i H N



2.1. Postulados da Mecanica Quéantica 49

Se o0 estado de cada sistema@ i2H 4 ,j 2i2H g, i1, ) Ni2Hy,
entao o estado do sistema compostoe dado pelo produto temisd

joai ] Ni2H 1 i H oy
dos estados dos sistemas componentes.

Exemplo 2.8 (Qubit). Suponha que se tenha dois qubitH; = C? e
H, = C?, preparados nos estados

L 1 . 1 ...
i —j0i + p=jli
] 1 FFZJ FFZJ

joi :

j ol

A compostao dos dois qubits e modelada pelo espaco de HilberH =
H; H ,=C? C?, e o estado do sistema compostoe descrito por

Joip = Jaig ] 2y
1. 1 ... L
= —j0i + p—=jli Oi
FFZI FFZJ J U,

1
1. . 1. ... .
= %JOH j Oi,+ %jlll j Oi,

_ 1.
= FFEJ
_ 1.
= FFEJ
_ 1.
= FFEJ

0, j0i, + %jlileiz
. 1. .
00, + 93110'1;2
. 1. .
00 + p—ijl(] :

As ultimas 4 igualdades trazem diferentes notacees para 0 mesmo vetor
de estado. E comum omitir o smbolo e escrever as entradas tensoriais
justapostas, ou ainda, dentro do mesmo ket. Para nao haver confusao,
pode-se usar ndices para rotular os qubits (como os ndices 1 e 2 agos
acima). Caso nao sejam utilizados os ndices, a ordem em que os vetores
Sa0 escritos na justaposcao nos mostra a qual entrada tensorial cadater
pertence, e um cuidado extra deve ser observado para nao trocar a erd
das entradas. Por exemplo,j10i & jOli. Mais detalhes sobre a notecao
podem ser vistos na secao 1.6.7.

O produto tensorial permite que o sistema composto tenha uma pro-
priedade muito importante: o emaranhamento
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Dencao 2.9 (Estado Emaranhado / Estado Sepaavel). Um sistema
composto esa em umestado emaranhadoquando naoe possvel escrever
0 estado composto como um produto tensorial de estados individuais dos
qubits:

[N R U Y
Se 0 estado do sistema puder ser escrito dessa forma fatorada, degue
e um estado sepaave] ou fatoavel , ou ainda, estado produto

Para um sistema composto por 2 qubits, um estadg ie sepaavel se
e somente se puder ser escrito na forma

j i = ajli+bjli cjoi+djli
acjooi + adjoli + bcj10i + bdj1l

Exemplo 2.10 (Qubit) . Num sistema composto por 2 qubits, o estado
.. jO0i + j11i
J ool = 4!9?

e um estado emaranhado. De fato, se fosse um estado sepaavel, poderia
ser escrito como

‘Lo'g'é‘ﬁ = acjo0i + adj0li + bcj10i + bdj1li :

Se isso ocorresse, entao g

%ac= )

ad=0  (2)
3bc=0 (3
" bd= L : (4)

2
O sistema nao tem solwcao, pois as equacoes (1) e (4) implicaab; c; dé 0
e a equacao (2) implicaa=0 ou d =0, levando a uma contradcao.

Se tentarmos medir apenas o primeiro qubit dg ooi,., (na base com-
putacional), teremos o resultadojOi, com probabilidade% ejli, com pro-
babilidade tamkem 1. Se o resultado da medtao fojOi,, entao o estado
do sistema composto seg00i ;.,, e portanto o segundo qubit tamkem co-
lapsae para o estadojOi,. Da mesma forma, se o resultado da medcao
for j1i;, o estado do sistema composto caajlli,.,, e 0 segundo qubit
colapsaea para o estadojli,. Medir o estado do qubit 1 afeta o qubit 2, se
ambos estiverem emaranhados, mesmo que estejam muito distantes!
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2.2 Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sao algumas das ferramentas mais corriqueiras
em Computacao Quantica. Essas matrizes p foram introduzidas no cap
tulo de Algebra Linear, no exemplo 1.21, e algumas propriedades f foram
abordadas nos exemplos 1.23, 1.25 e 1.26. As principais informacees a
respeito dessas matrizes sao reunidas nesta secao por conveoié.

2.2.1 Dencao

As matrizes de Pauli sao reproduzidas na tabela a seguir.

Noteacao Acao na basej0i ; j1i | Matriz na base jOi ; jli
X = = X jOi = jli 0 1
ToxT ot X jli = joi 1 0
V= .= Y j0i = ijli 0 i
Tyt 2 Yijli= ijoi i 0
7 - _ Zj0i = joi 1 0
T3 Zijli= j 1 0 1

2.2.2 Propriedades

As matrizes de Pauli sachermitianas e uniarias . Para veri car isso,
basta perceber que cada matrize iguala sua adjunta (conjugada trans-
posta) e que suas colunas sao ortonormais. Portanto vale que

XY =X XY=x 1
YY=vY Yy=v 1
ZV=7Z Zvy=2z 1:

Dessas igualdades segue que cada matriz de Paulie iguala sua inversa,
e que portanto, o seu quadradoe a matriz identidade.

Ha outras identidades envolvendo o produto de duas matrizes de Pauli
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diferentes, e que podem ser obtidas por @lculo direto.

XY =iz YX= iz
YZ=iX ZY = iX
ZX =iY XZ = Y :

As identidades da colunaa direita podem ser obtidas fazendo-se o hai-
tiano das igualdades da colunaa esquerda.

2.2.3 Autovalores, Autovetores e Diagonalizacao

Por serem matrizes hermitianas e uniarias, sao matrizes normais (i
e, comutam com sua adjunta). Sao, pois, diagonaliaveis pelo teorema
espectral 1.29, ttm autovalores reais por serem hermitianas e seus auto-
valores devem ter nodulo 1 por serem matrizes unifirias. Um alculo
explcito fornece os autovalores 1 e 1. Cada matriz possui uma base de
autovetores diferente, denotada porX, Y e Z e apresentadas no exemplo
1.2. O @lculo dos autovalores e autovetores segue as diretrizes do exelm
1.25 e 1.26, em que sao encontrados os autovalores, autovetores e a forma
diagonal da matriz X .

Matriz | Autovalores | Base de Autovetores | Forma diagonal

X 1,-1 X = j+iiji X = j+h+j jhj
Y 1,-1 Y= j+iij i Y = j+ih+ij | ih i
z 1,-1 Z= jOi;jli =1 | Z=johoj j 1lhij

Tabela 2.1: Autovalores, base de autovetores e forma diagonal dos opera-
doresX,Y eZ de Pauli.

Os vetoresj+i, ji , j+ii ej ii sao dados por:
jri= e5j0i+ el il = P00+ iek i
ji :p%jOi pl—éjli i ii:pl—ijOi ip%jli :

2.3 Estados de Bell

Os estados de Bellsao estados emaranhados que formam uma base
ortonormal B para o espaco de estados de 2 qubits. Um deles a foi visto
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no exemplo 2.10. Os 4 estados de Bell estao dispostos a seguir.

. + 1. 1. .
J ool = = p=J00 + p= 1l
2 2
iz = pejoo pLjim
01 > >
. + 1. .. 1. .
j 100 = = p— |0l + p—j10i
2 2
. 1. 1 .
i 1i= = P50l pil0

Na literatura encontram-se os dois tipos de notacao.

Proposcao 2.11. Os estados de Bell formam uma base ortonormal para
0 espaco de estados de 2 qubig> C?.

Demonstracao.

Be base deC? C2:

A dimensao deC? CZe 4, portanto basta mostrar que os 4 estados de
Bell sao LI. Seja

A ool + @ij o1l + @2j 10l + @gj 11i =0
uma combinacao linear nula dos elementos d8. Tem-se que:
aoj ool + @] o1l + @j 10l + @3j ni =0

j1li joa j 11 joli + j10i joli j 10i
+a pi +a pé + az pé =

j00i

+
a—+p 0

NI

+ +
Bog" & ;leOi N ;"’jmj 2, & éa3j10i + E%1;1]111 =0

Portanto 8 8
an+a1:0 an:O
a a=0 _ a1 =0
Say+as=0 K 3a,=0
"a asz=0 "az=0;

€ como aunica soluwao para os coe cientese a solwao nula, os vdores sao LI.
Formam, em consequéncia, uma base do espaco de 2 qubits.

Be ortonormal:
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Os vetores t8m norma 1 pois

m01+ hlljjooi + j11i _ 1+0+0+1

S N _

h ooj ool 2 VQ = 5 =1

ho1j o = mijrllljjOinjilli _1 0 0+1 -1
2 2 2

h 1] 10f = m11+ h10]JOl|p+JlO _ 1+0+0+1 -1
) 2 2

hwj i = mljprllojjmip]ilOi _1 0 0+1 -1
2 2 2

e sao ortogonais porque

h o] o1 = m0jp+7h11jj00ipj711i _1 0+0 1 -0
2 2 2

h cof 10 = FOOJ+ hlljJOle+J 10i _ 0+0+0+0 -0
"2 2 2

h coj 11i = kOij+7h11jjOlip1710i _0 0+0 O -0
2 2 2

h o1 10 = hoQj hlljJOle+J 100 _0+0 0 O=0
2 2 2

hotj ui = mijrllljjOlipjilOi _0 0 0+0 -0
2 2 2

h 1] 1i = H)ljp+7h10jj01ipj710i _1 0+0 1 -0 -
2 2 2

Logo a basee ortonormal. O

Proposcao 2.12. Os estados de Bell sao emaranhados (istoe, nao podem
ser escritos como o produto tensorial de estados de 1 qubit).

Demonstracao. As contas sao aralogas as do exemplo 2.10, que mostra
gue o estadoj ooi € emaranhado. O

Os estados de Bell sao muito utilizados pelo fato de formarem uma base
de estados emaranhados. Algumas aplicacees mais elementares ocorrem no
circuito de teletransporte e na codi cacao superdensa, que seo Vistos no
captulo 4, secees 4.1 e 4.2, respectivamente.



Cap’tulo

Computaao Quantica

A Computacao Quanticae um novo paradigma de computecao em que
utilizam-se sistemas quanticos { osqubits aralogos dos bits chssicos {
para se realizar processamento de informacao. Larcam-se mao de alguns
recursos nao existentes na Computecao Chssica, consuperposcaoe ema-
ranhamento.

Hy uma variedade de modelos de Computacao Quantica, dentre os
guais pode-se citar:

Computacao Quéntica de Circuitos { computacao realizada com
portas bgicas quanticas, aralogasas portas bgicas dos sistemas di-
gitais chssicos;

Computaao Quéntica Adialatica { o sistemae preparado no
estado fundamental e sofre a acao de um hamiltoniano que depende
continuamente do tempo e quee projetado de forma que o estado
fundamental, aps a aplicacao do hamiltoniano, contenha a solucao
do problema codi cada ([6], p.23);

Maguina de Turing Quéntica { uma versao quantica da Maquina
de Turing Chssica;

Caminhada Aleabria Quéntica { versao quantica da caminhada
aleatria chssica;e possvel realizar computacao quéantica universal
com esse modelo de computacao.

O presente trabalho aborda apenas a Computacao Quantica de Circuitos

55
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3.1 Computacao Quantica de Circuitos

Este modelo de Computagao Quantica guarda analogia com a Compu-
tagdo Cldssica com Portas Ligicas, apresentada no apéndice A (principal-
mente segao A.3). A informacao é codificada em qubits, e o processamento
¢ feito por evolugao temporal do sistema segundo operagoes unitdrias (con-
forme postulado 2).

[ pa— ‘ 0oul
|th2) —— : Ooul

!

— Ooul

=
2.

Figura 3.1: Esquema geral de um computador quantico no modelo de cir-
cuitos. Os qubits sdo preparados em estados iniciais e sdo submetidos a
operagoes unitarias simbolizadas pela caixa de rétulo U. Apds a sequéncia
de operagoes, os qubits sdo lidos (ocorre a medicao dos qubits na base com-
putacional), fornecendo uma sequéncia de bits cldssicos com o resultado
da computagao. Fonte: [14], p. 24.

Numero de entradas e saidas

Os circuitos quanticos devem ter o mesmo nimero de entradas e saidas,
pois qubits nao sdo introduzidos ou removidos durante o processamento e
as portas légicas quanticas sao operadores, o que significa que preservam o
numero de qubits em que atuam. Diferentemente ocorre com os circuitos
cldssicos, nos quais ha portas com diferentes ntmeros de bits a entrada e
a safda (como as portas AND e NOT, por exemplo).

Reversibilidade da Computacao Quantica
Outra diferenca é os circuitos quanticos sao essencialmente reversiveis,
ou seja, existe um circuito quantico inverso que consegue retornar as entra-
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das originais do circuito a partir das sadas do mesmo. ISso ocorre potp
0 processamento se dh por operadores uniarios, que sao reversis, com
inversos tamkem dados por operadores uniarios. Apesar de a maior parte
da Computacao Quantica ser reversvel, la uma etapa irreversvel: a me-
dcao dos qubits.

Nos circuitos chssicos, a maioria das portas bgicas nao sao reversige
A porta AND, por exemplo, fornece resultado 1 se ambas as entradas
forem 1 e fornecem 0 caso contario; no caso de a sada ser 0, nao sabemos
gual/quais das entradase 0.

Nao ha um impedimento absoluto para a Computacao Chssica ser
reversivel. De fato, ha investigacees relacionadas a circuitos eksicos re-
versveis, constitudos apenas por portas bgicas reversveis.

Ha uma expectativa de que a computecao reversvel seja mais e ¢
ente em termos energeticos que a computacao irreversvel. Iso se deve
ao princpio de Landauer, que diz que o apagamento de 1 bit de informa-
cao esh associado a uma dissipacao de energia para o ambiente,deo
mnimo, KT In2 (ver referéncia [2], p. 37). Em tese, se forem evitados
0s apagamentos de informacao, a computecao poderia ser feita sem gasto
energetico aprecavel. Uma discussao interessante sobre o camso ener-
getico e computacao pode ser encontrada em [12], na secao 3.2.5, e A,
secao 1.5.

3.2 O Qubit

3.2.1 Descrcao Matenatica do Qubit

O qubite um sistema fsico que pode ser descrito por um espa de
Hilbert de dimensao 2. O qubit g foi apresentado no captulo anterior,
exemplo 2.1. Os estados da base can6nica sao rotulados pairejli, e um
estado geral para o qubite o vetor unigrio

j 1 =ajoi + bjli ;
em quejaj2 + jbj2 =lea;b2C.
3.2.2 Fase Relativa e Fase Global

Fase Global

Chama-sefase globaluma fase complexa multiplicando o estado de um
qubit: € j i. Dois estadosj 1i ej »i = € j ii, iguais a menos de uma
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fase global, nag, podem ser distinguidos sicamente. De fato, dado um
obsenavel A = | axPx, a probabilidade de o resultado de uma medida
ser ayx, nos dois casos,e igual:

m(a)= P j i 2= @ 2K 1ik? = pyay)

A evoluwcao temporal nos dois estados tamkeme idéntica, a menos do fair
€ , devidoa linearidade dos operadores de evolwcao:

Uj oi = U€ | 1i=¢€ Uj ii;

e uma subsequente medcao nao conseguiria distinguir esses destados
gue diferem apenas por uma fase global. Na formacao de um sistema
composto, os vetore§ i ej »i = € j i produzem resultados idénticos,
a menos da fase global , dada a multilinearidade do produto tensorial:
joij i= € jai joi=é€ jaij i:

Do mesmo modo, uma medida posterior nao conseguiria distinguir ess
dois estados.

Dessa forma, a fase global nao tem relevancia fsica, e um sistema
descrito por um vetor de estadoj i tamkem pode ser descrito pelo vetor
e ji.

Fase Relativa

A fase relativa em um qubite a difererca de fase entre os coe cientes

gue multiplicam o jli. Por exemplo, os vetores
Co._joi + i . joi j 1i
AL I L

tétm mesmo coe ciente multiplicando jOi e diferem apenas por um fator
1=¢€ multiplicando jli, istoe, por uma fase relativa de
De forma geral, os estados

j 1i = ajoi + bjli e j ,i = aj0i + bd j1i

diferem por fase relativa' . Esses estados apresentam mesmas probabili-
dades em uma medida na base computacional:

P2(j0i) = jaj* = pu(jOi)
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2

p(li)= bé *=jb2 e *= b= py(idi) ;

no entanto, em bases diferentes, podem apresentar probabilidadedelien-
tes. Exempli cando, os estadosj+i eji diferem por uma fase relativa,
no entanto formam uma base. E a medida nessa base fornece resulta-
dos distintos. A evolwcao por transformacees uniarias tamkem apresenta
resultados diferentes. Por exemplo, a aplicacao do operador uniao H
forneceH j+i = jOi eH ji = jii.

Assim, ao contario da fase global, a fase relativa apresenta relevanai
fsica.

3.2.3 Representacao de um Qubit na Esfera de Bloch

A Esfera de Bloch

O estadoj i = aj0i + bjli de um qubit pode ser reescrito, a menos de
uma fase global, como

j i=cos(=2)joi + € sin(=2)jli ; 21[0; ;' 2[0;2):

Isso ser justi cado na secao 3.2.4. Pode-se multiplicar o estanl por uma
fase global para que o termo multiplicandgOi seja real e positivo. Fazendo-
se essa identi cacao em relacaoa fase global, tem-se o0 estado denuqubit
descrito por dois parametros e ' . Utilizando esses dois parametros no
sistema de coordenadas esgricas, pode-se corresponder 0s estadesiich
gubit com os pontos na superfcie de uma esfera de raio uniario, altamada
Esfera de Bloch
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1)

Figura 3.2: Representagdo de um qubit na esfera de Bloch. Fonte: [12],
p.15

Pontos na Esfera de Bloch

Os polos norte da esfera corresponde ao estado [0) e o polo sul, ao
|1). No equador, situam-se os estados da forma % |0Y + % 1), isto é,
superposi¢oes dos estados |0) e |1) com o mesmo peso e com alguma fase

relativa.
Ponto da esfera de Bloch Estado [¢)

7 =(L,0,0) 0=r/2 =0 +)
—&=(-1,0,0) O=m/2 o= [—)

g =1(0,1,0) O=w/2 p=m/2 |+i)
-y =1(0,—1,0) 0=n/2 ¢=3n/2 [—1)

2=1(0,0,1) =0 |0)
—5=1(0,0,-1) O=nx 1)

Tabela 3.1: Interseccao da esfera de Bloch com os eixos coordenados.

Observe que os vetores da base X correspondem as intersecgoes da
esfera com o eixo z. De forma similar, isso vale para as bases ) e Z, que
correspondem as interseccoes da esfera com os eixos y e z, respectivamente.
Essas bases foram abordadas na secao 2.2.3.
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Figura 3.3: Pontos destacados na esfera de Bloch.

Projecoes nos eixos coordenados

As projecgdes nos eixos z, y e 2 de um ponto r na superficie da esfera
de Bloch sao dadas pelas coordenadas esféricas:
F=ryX+ryy+r.2
=sinfcospX+sinfsinpy +cosfz, 6€l0,n],0€l0,27) .
Essas projecoes correspondem aos valores esperados dos operadores her-
mitianos X, Y e Z de Pauli:
ry = sinf cosp = (X)
ry =sinésiny = (V)
r,= cosf =(Z).

3.2.4 Justificativas para a secao anterior

Proposigao 3.1. O estado de um qubit pode ser escrito, a menos de uma
fase global, como

1) = cos(0/2) 0) + e sin(8/2) [1) , 6 € 0,7, € [0,27) .

. . 2 2
Demonstracio. Seja |[¢) = a|0) +b|1) com a,b € Ce |a]+ |b]" = 1. Os
coeficientes a e b sdo niimeros complexos, portanto admitem maédulo e fase
complexa, podendo ser escritos na forma polar como

0. o
a = pge”e , b= ppe’t |

com pg, pp > 0. Tem-se

P = cos(6/2)

oy = sin(0/2) g €l0,7] .

af’ +p* =1 = p2+pi=1= {
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Portanto, pode-se escrever

j i =cos(=2)e 2j0i +sin( =2)€ ®jli

=€ = cos(=2)joi +sin( =2)e'( v ) jij

Como a fase global nao tem efeito fsico, pode-se multiplicar por umator
e ' 2 j0i para que o coe ciente dejOi se torne um rumero real positivo.

Denindo ' = | ,, pode-se dizer, sem prejuzo, que 2 [0;2 ). Dessa
forma, o estadoj i ca

j i=cos(=2)joi + € sin(=2)jli ; 21[0; ;' 2[0;2): O

Propostao 3.2. Sejat um vetor na superfcie da esfera de Bloch corres-
pondendo ao estadg i. As coordenadasx, y e z desse vetor correspondem
aos valores esperados dos operadors, Y e Z de Pauli referentes ao es-
tadoj i:

hXi
ry =sin sin' = hyi

ry =sin cos'

r,= cos =hzZi :

Demonstracao. Sejaj i = cos(=2)j0i + € sin(=2)jli. Calculando o
valor esperado dos operadoreX , Y e Z para esse estado, tem-se:

hXi

h jXj i
cos(=2)Hj+ e " sin(=2)hlj X cos(=2)j0i + € sin(=2)jli
cos(=2)t0j+ e " sin(=2)hj cos(=2)jli + € sin(=2)j0i
0+cos( =2)€' sin(=2)+0+ e " sin(=2)cos(=2)
= d +e sin(=2)cos(=2)

2cos' sin(=2)cos(=2)
=sin cos'

_rX
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(Y) = WlY[y)
= (cos(0/2) (0] + e~ sin(6/2) (1] )Y ( cos(6/2) |0) + €' sin(6/2) [1) )
= (cos(6/2) (0] + e " sin(0/2) (1] ) (i cos(6/2) |1) — ie"? sin(#/2) |0) )
=0—icos(8/2)e'?sin(0/2) + 0 +ie” *?sin(6/2) cos(0/2)
—i(e"? — e ") sin(0/2) cos(0/2)
—i(2isin @) sin(6/2) cos(6/2)

sin € sin ¢

= 'ry

(Z) = (¥|Z]¥)
= (cos(0/2) (0| + e~ sin(0/2) (1] ) Z(cos(6/2) |0) + €'? sin(6/2) [1) )
= (cos(6/2) (0] + e " sin(0/2) (1] ) (cos(6/2) |0) — "*sin(6/2) |1))
= c0s(0/2) cos(6/2) +0+ 0 — e " sin(0/2)e"? sin(0/2)
= cos?(6/2) — sin?(0/2)
=sin6
= ’]"z

Nas contas, foram usadas as seguintes identidades complexas:

P 4 e el — el

, sinp = —— . O
5 , sing

cosp = %

3.3 Notacao de Circuitos

Os detalhes da notacgao utilizada para representar circuitos quéanticos
serao vistos nesta secdo. A referéncia utilizada nesta parte é o capitulo 2
do livro [14].

Um circuito quantico é ilustrado na figura abaixo. Alguns detalhes
pertinentes sao abordados na sequéncia.

5 7] M
[¥) E} TN
¢ [ M2
e
|B00) { |JL\ AL
B8 e

Figura 3.4: Exemplo de circuito quantico. Fonte: [12], p. 27.
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Entradas e sadas

O circuito deve conter o mesmo rumero de entradas e sadas @s veEes
podem estar omitidas quando nao utilizadas). Cada qubite represeado
por uma linha horizontal, e linhas duplas representam bits chssicosPode-
se poOr ptulos nos qubits para indicar em que estado se encontram na
entrada.

(@) (b) (c)
. 8
ji— . .S —— oOoul
J ool :

Figura 3.5: (a) Linhas horizontais simples representam 1 qubit. (b) Re-
presentacao de 2 qubits com o otulo representando o estado de He
j ool = pl—f(jOOi + j11i); a notacao com chavee util para representar en-
tradas compostas por estados emaranhados. (c) Linhas horizontais duplas
representam 1 bit chssico, ou um chit.

Os qubits de entrada podem se encontrar em estadg6i, j1i ou em super-
poscees desses estados. Tamkem podem encontrar-se em estados eanar
nhados, nao possveis de se exprimir como produto tensorial de estos de

1 qubit.

Sequéncia de operaoees

A passagem do tempo, e portanto a sequéncia de operacoes,e reprasaa
da esquerda para a direita. Ocasionalmente pode-se representar iocaito
na forma vertical, e a passagem do tempo e representada de cima para
baixo.

Smbolos para Portas logicas Quanticas

As portas bgicas quanticas sao representadas por caixas contendo o mesmo
rumero de entradas e sadas. As portas bgicas controladas sao portas
bgicas de mais de 1 qubit em que pelo menos um dos qubits age como
controle; o qubit de controlee representado por um crculo (mais detalhes
serao vistos posteriormente).
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@) (b) (©

U U ul

Figura 3.6: Exemplo de portas bgicas quéanticas. (a) Porta bgica de 1
qubit. (b) Porta bgica controlada de 2 qubits. (c) Porta bgica de 3
qubits.

Medcees de qubits

As medcoes sao asunicas operacoes potencialmente irreversis de um
circuito quantico. Em geral sao realizadas na base computaciongli e
jli. A notecao para medceese ilustrada abaixo, em que, novamente, @
implcito que a base de medidase a computacional. Aps a medcao @&
base computacional, o resultadoe um bit chssico.

(a) (b) (©)
—o—

Figura 3.7: Notacees possveis para medcao de qubits. Aps a mediao na
base can6nica, o resultadoe um cbit. (a) e (b) Medcao na base candca.
(c) Medcao de um obsenavel O especi cado.

3.4 Portas logicas Quanticas

As portas bgicas quéanticas sao operacees uniarias aplicadas em um
ou mais qubits. Nesta secao, essas portas bgicas sao apresentadas em
detalhes.

3.4.1 Portas logicas de 1 Qubit

Estas portas bgicas atuam em 1 qubit apenas. Sao descritas por ma-
trizes unifirias 2 2. As portas bgicas apresentadas nesse bpico sao as
portas X, Y eZ de Pauli (tamkem denotadas por x, y e ., respectiva-
mente), a porta H de Hadamard, a porta de fase ou porteS e a porta g
ou porta T.
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Porta X de Pauli ou NOT Qu&ntica

A porta X de Paulie a operacao uniaria de 1 qubit que, na base
computacional, e representada pela matriz de PauliX = . Algumas
informacoes dessa porta estao resumidas na gura abaixo.

Smbolo Matriz Comportamento
X joi = jii
_ 01 SO
| X= 1 0 X jli = joi
Xjb= b
—b— Notecao alternativa b=0:1 ; b=NOT( b)
= X j+i = j+i
X= o Xii = ji

Figura 3.8: Porta X ou NOT quantica.

Porta Y de Pauli

A porta Y de Paulie a operacao uniairia de 1 qubit que, na base

computacional, e representada pela matriz de PauliY = . Algumas
informacees dessa porta estao dispostas abaixo.
Smbolo Matriz Comportamento
0 i Y joi = ijli
Y= . Yjli = ijOi

v Yijbi=( 1) b

Notacao alternativa b=0;1 : b=NOT( b)
Y j+i iji

Y=y Yii = ij+i

Figura 3.9: Porta Y.

Porta Z de Pauli

A porta Z de Paulie a operacao unitairia de 1 qubit quee representada
na base computacional pela matriz de PaulZ = ,. Essa porta introduz
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uma fase relativa de , o que corresponde a multiplicar g1i por 1=¢€ ,
como se pode observar no quadro a seguir.

Smbolo Matriz Comportamento
Zjoi = jOi
_ 1 0 S
Z = 0o 1 Zjli= 1
Zjb =( 1)Pjb

b=0;1

Notacao alternativa
_ Zij+i=ji
i Zji = j+i

Figura 3.10: Porta Z.

Porta Hadamard

A porta de Hadamarde uma operacao unitiria de 1 qubit representada
na base computacional pela matriz de HadamardH . Essa matriz, de nida

abaixo, tamkem realiza mudarca de base del = jOi;jli para X =
jriji e vice-versa, como visto no exemplo 1.4.
Smbolo Matriz Comportamento
Hjoi = j+i
1 1 Hjli =ji
H =y
21 1 S
Hj+i=j0i
Hji =jli

Figura 3.11: Porta de Hadamard.

Porta de Fase ou Porta S

A porta S introduz uma fase relativa de  no qubit em que atua,
levando um estadoaj0i + bjli em um estadoaj0i + ibjli, pque i = €z.
Os detalhes pertinentes a essa porta bgica estao dispostos abaixo.
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Smbolo Matriz Comportamento

_ 10 Sjoi = jOi
S| ST 0 Sjli = ijli
Figura 3.12: Porta de fase ou portaS.

Porta T ou Porta 3

A porta T, tamkem conhecida como porta 4,e uma porta bgica que
introduz uma fase relativa de 7, levando um estadoaj0i + bjli emajo0i +
€ 7bjli.

O nome 3 dessa porta se deve ao fato de poder ser escrita na forma
i_els 0
— A7 !
T=¢€es3 0 e
Isso signi ca que, a menos de uma fase global, essa operacao realizaaum
mudarca de fase de +; no estadojOi e de 4 no estadojli.

Smbolo Matriz Comportamento
_ 1 0 TjOi = jOi
T= 0 e Tjli=é€7jli

Figura 3.13: Porta g ou porta T.

Porta de Fase

A porta de fase pode ser generalizada para uma fase arbitaria. Nesse
caso, a aplicacao dessa porta, denotada p@( ) leva um estadoa|0i + bj1li
emajoi + € bjli. A matriz que realiza issoe mostrada a seguir.

Smbolo Matriz Comportamento
_ 1 0 Sjoi = jOi
S| S()= ¢ ¢ Sjli=é jli
Figura 3.14: Porta de faseS( ).

Como casos particulares, tem-se

Z=S(); S=5S(3)e T=5S(3):
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3.4.2 Portas logicas de 2 Qubits

As portas bgicas de 2 qubits sao realizadas por matrizes unitrias 4
4. As principais operacees sao CNOT (NOT controlada),Z controlada e
SWAP, descritas abaixo.

Porta CNOT

A porta CNOT, ou NOT controlada,e uma porta de 2 qubits em que
um deles exerce a furcao de controle e o outro, a de alvo. Em geral, quand
nao especi cado, o primeiro qubite o controle e o segundo, o alvo. Se o
qubit de controle for jOi, nada acontece com o qubit alvo. Se o controle
for j1i, a porta NOT quéantica (porta X de Pauli)e aplicada ao alvo:

CNOT j0i jli, = jOi jli, ; CNOT jli j0i, = Xjdi,jOi, = jli,jli, :

Esse comportamentoe aralogoa entrada\enable" em circuitos digitais
chssicos, que permite a acao do circuito se est habilitada enti, ou nada
acontece, se o0 enablee 0. A novidade na Computacao Quanticae que a
entrada de controle e um qubit e pode, portanto, se encontrar em uma
superpostao de estados, comé'—:@pg—“. A aplicacao da porta CNOT, em
casos como esse, caria

CNOT

%}‘ﬂjuz = P CNOT j0i,jli, + CNOT jii,jli,

NSitaiit

j0i, j1i, + j1i, jOi,

A porta CNOT tem suas informacees resumidas no quadro abaixo.
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Smbolo Matriz Comportamento

CNOT j00i = jOGi

CNOT jo1i = joli

CNOT j10i = j11i

o > 3 CNOT j11i = j10i
1000

@0 1 0 CNOT jobi = johi

o CNOT = go 0 01 CNOT jlb = 1b

01 0 b=0;1 ; b=NOT( b)

CNOT ja;b = jaja i
a;b=0;1
=XOR=adtao mod 2

Figura 3.15: Porta CNOT.

A porta CNOT tamkem pode aparecer com o controle no segundo qubit
e alvo no primeiro qubit. Nesse caso, podem ser usados ndices nonbolo
CNOT para especi car o controle e o alvo em situacees mais espec cas
Por exemplo:

CNOT 1. —
(= cNoT) %%
CNOT 23 %

Uma notacao semelhante pode ser usada em outras portas controladas
para especi car o qubit de controle e o de alvo.

Porta Z Controlada

A porta Z controlada tamkem atua em 2 qubits, um deles com furcao
de controle e o outro, de alvo. Se o controle (o primeiro qubit) forjOi,
o alvo (segundo qubit) nao se modica, e se o controle fopli, aplica-se
uma porta Z de Pauli ao alvo, como se pode ver no quadro a seguir. Se
0s qubits estiverem em superposcao, basta usar a linearidade do apeor
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CZ e atuar em cada estado da base computacional isoladamente:

O+ i1
CZ%%jliZ: p% CZj0i, jli,+CZ jli, jli,
= p—é jOi jdi, j 1igjdi,
Smbolo Matriz Comportamento
CZjo0i = jooi
2 3 CZj01i = joL
1 00 O CzZjl10 = ji0
— _ 8010 OZ Czj1li = j 11
i CZ_go 01 0
0 00 1 CZjObi = jOhi
CZjlb = Z,jlb = jli (Z jbi)
b=0;1

Figura 3.16: Porta Z controlada.
Porta SWAP
A porta SWAP troca o estado de dois qubits, levandg ij i emj ij i.
Smbolo Matriz Comportamento

SWAP j00i = jOOi

2 3 01i = 10
1000 SWAPJOL = 10
go 01 0 SWAP j10i = jOli

T swap=§ | ¢ OZ SWAP j11i = j11i
0001

SWAP jahi = jbai
a;b=0;1

Figura 3.17: Porta SWAP.

3.4.3 Portas logicas de 3 Qubits

As principais operacoes em 3 qubits sao as portas To oli, tamkem
conhecida por CCNOT (CNOT controlada), e Fredkin, ou CSWAP (SWAP
controlada).
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Porta To oli ou CCNOT

A porta To olie uma opereacao linear que envolve 3 qubits. Dois deles
funcionam como controle e um, como alvo. O alvo ©e modi cado (pela
aplicacao da porta X ) se o estado dos dois controles fgrij 1i.

Smbolo Matriz Comportamento

CCNOT j00ci = jOOci

2 3 CCNOT j0lci = joici
10000000 CCNOT j10¢i = j10ci
SO CCNOT j1ldi = j11di
7‘7 000100 O c=0;1 ; T=NOT( ¢)
. 0000100 o
0000010 O CCNOT ja;b; d _
000 O0OGO OO0T1 = jajb(a b d
0 000O0O 010 aibic=0 1
=AND

=XOR=adtao mod 2

Figura 3.18: Porta To oli ou CCNOT (CNOT controlada).

Novamente, quando nao houver outra indicacao, os qubits de controle
sa0 o primeiro e o segundo, e 0 alvoe o terceiro qubit. Pode-sepegi car
0s qubits de controle e de alvo por meio de ndices, como por exemplo:

CCNOT 123
(= ccNoT)

CCNOT 1.3:2

Porta Fredkin ou CSWAP

A porta de Fredkin possui um qubit de controle e dois alvos. Se o
controle for j1i, uma porta SWAP atua nos alvos.
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Smbolo Matriz Comportamento
2 3
100 00000
0100000
— 8 8 (13 (1) 8 8 8 CSWAP jObd = jObd
. 500010 0 CSWAP j1bd = jict
| 0 00O0O0GOT1O0 bic=0 ;1
0000010
0 000O0OO 01

Figura 3.19: Porta Fredkin ou CSWAP (SWAP controlada).

3.5 Identidades de Circuitos

Esta secao raine algumas propriedades das portas bgicas quanticas
vistas anteriormente. Tamkem sao apresentadas identidadesuteipara se
manipular circuitos quanticos.

Propostao 3.3 (ldentidades para as matrizes de Pauli) Valem as se-
guintes relacoes para as matrizes de Paulk, Y e Z.

X2= XY =iz

YZ=1 YZ=iX

z2= ZX =iY

Demonstracao. A prova se da por @lculo direto.
XX = [981198] =[83]1=1 XY =[95§109 = 0% =12
Yy= 04 P4 =0§1= Yz= 04 §% =[?§]=iX
zz= 5% 5% =[§%1=1 zX = 5% [951= % =iy
O

Propostao 3.4 (Matrizes de Pauli na basej+i ;ji ). Fazendo-se a mu-
darca de base dg0i;jli para j+i;ji por meio da matriz H, obem-se
para as matrizes de Pauli:

HXH =Z
HYH= Y
HZH = X

Portanto, na nova basej+i ;ji , a matriz do operadorX e Z, a matriz de
Ye Y eamatrizdeZe X.
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Demonstrecao.
HXH:%%ll[g%]p%%llz%%llill
=35%=05%=2
HYH:*’%%ll ?oip%%llz%%ll i
=3 %% = 4 =Y
HZHZP%%ll 8019%%11:%%11 Y1
= 30881=1241= X

Propostao 3.5. A porta de Hadamarde sua popria inversa.

Demonstracao. Pode-se veri car fazendo a conta com matrizes direta-
mente.

- 11 1 - 112071 =
HH =95 1 1 p5 11 = 5[621= 1

Outra maneira de se veri car issoe perceber quéH e hermitiana (HY = H)
e unieria (H 1= HY), de forma queH = HY=H.

O
Proposcao 3.6 (Relecao entre as portasS e T). Vale que:
T2=5S
h1 0 ih 10 i hl 0 |
2 = - —_— —
Demonstrecao. T< = le7 1e7 = 1ed7 = 101=g O

Propostao 3.7. As portas CNOT e SWAP sao suas poprias inversas.
CNOT? = | SWAP? = |

Demonstracao. Ambas operacees sao hermitianas (em particular, sao ma-
trizes de coe cientes reais e sinetricas) e unitirias (as colunasao vetores
ortonormais), portanto vale o mesmo argumento dado pareH :

CNOTY =CNOT ; CNOT '=cCNOT? CNOT ' =CNOT Y = CNOT

SWAPY = SWAP ; SWAP '=SWAPY SWAP ' =SWAP Y = SWAP
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Propostao 3.8. E possvel intercambiar alvo e controle na portaZ con-
trolada.

Demonstracao. Para mostrar que dois operadores sao iguais, basta veri -
car que fornecem mesmo resultado nos vetores da base computacional.

joo 17** oo

jori 17**  ou

. . CZi. . .. .
j100 ! Z,j10 = j10
11 197" z,11i = 1% ;
joo 1% oo

. 1 CZon o
jos ! Z,j01i = jOdi
jo 157t 10

caa 1 CZan i A
j11 ! Zyj13i = j 11

Isso implica igualdade entre os operadore€Zi., e CZy ;. O

Propostao 3.9. A porta CNOT pode ser obtida usando-se uma port&

controlada:
$

Demonstracao. Os dois circuitos representam operadores lineares em 2 qu-
bits. E su ciente, pois, veri car que o comportamento dos dois circuitos
e 0 mesmo na base computacional, pois as transformacees lineares sae es
peci cadas de formaunica por seu resultado em uma base qualquer (ve
secao 1.3.4). Nesta demonstracao, tamlem serao usadas as propriedades
HH =1 eHZH = X, veri cadas nas proposcees 3.4 e 3.5.

De fato, analisando o efeito do circuito para os vetores da base compu-
tacional, obem-se o0 seguinte. Sejdb=0;1. Se o primeiro qubit forj0i, a
porta Z controlada nao surtia efeito no segundo qubit, de forma que

j 113, = H2H2jObi = [2jObi = jObi :
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Se o primeiro qubit for j1i, a porta Z controlada atuam, resultando em
j fi1;2 = H222H2jlh = Xz]lh = 16

O efeito nal para esses vetores da basee o mesmo que o de uma porta
CNOT, dessa forma, os dois circuitos do enunciado sao equivalentes.[]

Propostao 3.10. A porta SWAP pode ser construda por 3 portas CNOT:

Demonstracao. Veri cando a primeira igualdade nos vetores da base com-
putacional:

jooi 1N g 1 NOTEL oo 1T Qg
JO]J ICl\jOT 1.2 Oll |Cl\iOT 2:1 11' lCl\iOT 1,2 10
10 !Cl\jOT R !Cl\iOT 2 o !Cl\iOT w2 g
i1t 1N g NOTE 0 T gy

Veri cando a segunda igualdade nos vetores da base computacional:

jooi 1N°TE g 1 NOTEE oo 1CNOT T oo
Joll !Cl\jOT 2:1 11' !Cl\iOT 1.2 10 !Cl\iOT 2:1 10
10 !Cl\jOT 21 g !Cl\iOT w2 g !Cl\iOT 2 gy
i1t 1N E on 1 NOTE o1 T gy

Percebe-se, entao, que o efeito dessas sequéncias de portas CNOD
mesmo de uma porta SWAP. O

Propostao 3.11. Dependendo da base considerada, os papeis de controle
e alvo da porta CNOT se invertem. Mais precisamente, vale a geinte
igualdade de circuitos:
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Demonstracao. Primeiramente, perceba que o efeito da porta Hadamard
e de mudarca de base saindo dd = j0i;jli para X =
vice versa, portanto para 2 qubits vale:

joo 1M i P2 oo
jori 1M+ P g
jroi 1Mt +i 172 10

j12 1M AR TR

Aplicando-se CNOT,.;a base X X = j++i;j+i ;j

obem-se que:

CNOT 2;1j++ i

CNOT 2;1j+ i

CNOT 2,1

+i

CNOT21%j0d+jOﬂ+j1m+j1ﬂ
= = CNOT2.1j00i + CNOT 2.1 j01i + CNOT 2110
jOOi + j11i + j10i + jO1i

jOi (jOi + j1i)+ j1i (joi + j1

NI NP N

= %(jOi + j1)(jOi + jli) = j++i ;

=CNOT24%j0mj 0% +j10i j 11i
= CNOT 2;1jOOi CNOT 2;1]01i + CNOT 2;1j10i
jOOi j 1%i +j10i j O1i

jOi (jOi j 1i)+ jli (jOi | 1i

NI NP NP

= %00i+jﬂ)00ij liy= j+i

=CNOT21%j0m+jOHj 100 j 11i
CNOT 2;1jOOi + CNOT 2;1]01i CNOT 2;1j10i
jOOi + j11i j 10i j O1i

jOi (jOi j i) j 1i (joi | 1i

NI NP NP

= 260§ 10§ MW=

jrisji e

()

+i;ji

+CNOT 2.1 j11i

CNOT 2.1 j11i

CNOT 2.1 j11i
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CNOT,1ji =CNOT 2;1% jOOi j O1i j 10i + j11i
= % CNOT 2:1j00i  CNOT2.1j0li  CNOT 2.1 j10i + CNOT 1 j11i
= % jooi j 11i | 10i + jodi
= % jOi (jOi + j1i) j i (jOi + jdi

= %(jOi j L)(joi + jli)y=j +i :
Pode-se resumir o resultado dessas contas na seguinte expressao:

cr\im 21

j+h ! ek
+ =
i b yONOT 20 . ()

Istoe, a porta CNOT ».; atuando na baseX X tem o mesmo efeito da
porta CNOT ;., atuando na basel | , substituindo-se O por + e 1 por

Portanto, usando-se () e (), o circuito da esquerda do enunciado da
propostcao fornece

joo 1 ME e NOTEL MM o

jozi 1Mt o NTE 4 MM oy

jro 1 Pte g e LT

j11 1Mt (N2 MM g0
resultando no mesmo efeito de uma CNOT.». O

Propostao 3.12. E possvel implementar uma CNOT com alvo e controle
distantes com CNOTSs entre qubits adjacentes.

$#$¢ .

e

Demonstracao. Sejam a;b;c = 0;1. Aplicando a sequéncia de CNOTs



3.5. ldentidades de Circuitos 79

adjacentes mostradas no enunciado da propostcao, obem-se:

CNOT 5.3

ja;b;d!j a;b;b ci
N7 aa bib
17N°T2% 22 ba b b
= jaja bja ci
1T 2a a ba d
= ja;a a bja c =CNOT ;.3ja;b;d :
Isso prova a igualdade de circuitos apresentada no enunciado. O

Proposcao 3.13 (ldentidades envolvendo CNOT e matrizes de Pauli)
Considere a porta CNOT com controle no qubit 1 e alvo no qubit.2Valem
as seguintes identidades de circuitos:

CNOT X1 CNOT = X1X»
CNOT Y; CNOT = YiX,
CNOT Z,CNOT = 7,
CNOT X, CNOT = X,
CNOT Y,CNOT = Z1Y,
CNOT Z,CNOT = 7,7, :

Gra camente, as igualdades cam:

€

&
4 Bl BE

O X

—
YO AYF

KV

$ _

N

-z b

Demonstracao. A prova dessas igualdades e essencialmente veri car que
0s circuitos ttm o mesmo efeito na base computacional.
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CNOT X1 CNOT = X1X3

jobi 1T ob 1 ¥) 16 N7 1b = XX, oh
i1 1eNor 1 1+ op eNOT Ob = X1Xjlbi
CNOT X, CNOT = X,
jooi 1T ob 1*2 b 1™ 0B = X,jon
16 !CNOT 16 !Xj 1bi !CNOT 1b = Xojlbi
CNOT Y1 CNOT = Y1X»
joo 1T o ™ ija 1T i 1b = YiX ok
16 !CNOT 1B !Yl i 0b | CNOT i Ob = Y1 X2 j1bi
CNOT Y2 CNOT = Z]_Yz
jobi 1Mo 1 (Piob 1T (1)% 0b = Z1Y,jo
i1 1NOT g v ( Dbija 1oNOT ( )% 1b = Z1Y,jlbi
Observacao: pode-se escrevef jhi =( 1) b eY b = ( 1)Pijbi.
CNOT Z; CNOT = Z;
joi 19T ob 1P ob 19T obi = Zyjok
i 1SN gp 2 16 N7 1bi = Z;j1bi
CNOT Z,CNOT = Z:Z,
jobi 1N on 1% pbjol 1NT ( 1)Pjobi = 217,00
i1b jCNOT 1 122 ( 1)° 1b j CNOT ( 1Pjlbi = Z1Z,j1bi

Observacao: pode-se escrevet jbi =( 1)°jhieZz b = ( 1)’ b.

Dessa forma, os circuitos do enunciado t8m o mesmo resultado na base
computacional, e, portanto, sao equivalentes. O

Proposcao 3.14. As portas To oli e Fredkin sao suas poprias inversas.

CCNOT ? = | CSWAP? = |

Demonstracao. Aralogaa prova da proposcao 3.7. O
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Propostao 3.15. A porta Fredkin pode ser obtida com 3 portas To oli:

N\ % -
Demonstracao. Basta veri car a igualdade para os vetores da base com-
putacional. Sejamb;c=0;1.

Para os vetores da formg0Obd, a sequéncia de portas To oli nao afeta
o vetor. O resultado continua sendgObd pois 9 fa modi cacao quando o
AND dos controles for 1 (0 que nao ocorre em nenhuma das portas To oli
nesse caso).

A para os vetores da formajlbd, as portas To oli se ativam depen-
dendo do valor deb e c. O comportamento das portas Tooli ca se-
melhante ao das portas CNOT da proposcao 3.10 nesse caso em que 0
primeiro qubit se encontra no estadojli. E esse comportamento, pela
referida proposcao,e 0 mesmo de uma porta SWAP.

E possvel perceber, portanto, que o conjunto de portas To oli no enun
ciado funcionam como um SWAP controlado (istoe, uma porta Fredkin):
quando o primeiro qubite jOi, nada acontece, e quando o primeiro qubit
e jli, os doisultimos sofrem um efeito iguala aplicecao de uma porta
SWAP. Logo, veri ca-se a equivaléncia dos circuitos no enunciado da o
postcao. O

Proposcao 3.16 (Construcao da porta To oli) . A porta To oli pode ser
obtida pela seguinte combinacao de portas bgicas de 1 e qubits:

Demonstracao. Pode-se veri car essa constricao avaliando o efeito nos

elementos da base computacional. Sejamy;c=0; 1.
Caso o primeiro qubit sejaj0i, o circuito simpli ca-se para:
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Algumas simpli cecoes estao destacadas nas guras e correspondem a:
Tjoi =jOi ; CNOT2=1; TTY=1; T'T’S= T'?*T?=1; HH =1:

Agora sea checado o caso em que os dois primeiros qubits sk .
Nesse caso, o circuito original reduz-se a:

i2i Tk — &7 jli
joi -- eizshk = — e l7joi

IIII —  — d

Tili = €7 jli
1 0011 0 011 o0
y y = S S
SXTIXT 0 i 1 00 ei7z 100 el
_ 1 0 0 e'z 0 e'wm
0i 1 0 1 o0
S "
I > .
-1 0 e’ 0 _eiss
0 i 0 e 'z
HTXT YTXTYH = HTXXT YH = HTTYH = HH = |

O estado ao nal do circuitoe
e 7 jli e '7j0i j c = j10ci

Resta veri car o caso em que os dois primeiros qubits sgdli. Nesse
caso, o circuito se reduz a:

ji [@ — d7ji
i Ty - J elzst = — e '7jli
i i S Ho HTHA — i
Novamente, as simpli cacees realizadas sao:
Tjli = €7 jli
SXTYXTVYjli=e 'aSjli=ie '7jli
1 0 011 0 o0 1
YX = ; -
TXTPX= g 67 1 00 eiz 1 0
" #
_e'w 0
T 0 €7
" #" #

11 1 ez 0 e’z 0 1 1
y y = =
HTXTYX TXTYX H=279 )~ o d7 1 1
_l1 1 i 01 1
21 1 0 i 1 1
H

( iZ)H= iHZH = iX;
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e o estado nale
e7jli ie '7jli ijci =jlic :

Termina, portanto, a veri cacao de que o circuito do enunciado reaiza
uma porta To oli. O

3.6 Universalidade das Portas logicas
Qué&nticas

Eutil saber se que conjuntos de portas bgicas quanticas permite repo-
duzir qualquer operacao uniaria U emn qubits. Essa questaoe conhecida
como universalidade de um conjunto de portas bgicas quanticas. A uni-
versalidade pode ter um sentido estrito { istoe, uma operacaol qualquer
pode ser implementada exatamente com um rumero nito portas bgi-
cas { ou um sentido amplo { istoe, a operacaoU pode ser aproximada,
permitindo-se um erro " arbitrado, por uma sequéncia nita de portas
bgicas (cujo rumeroe furcao do erro " nmaximo estipulado).

3.6.1 Universalidade de Portas logicas na
Computacao Cassica Reversvel

A universalidade na Computacao Chssica Nao-Reversvel esh ssenci-
almente decidida nos teoremas A.4 e A.6 da secao A.3.4. Esses teoremas
dizem que qualquer furcao booleand : f0;1g™ ! f 0;1g" pode ser reali-
zada por portas NOT e AND, por portas NOT e OR ou apenas por portas
NAND (e em todos o0s casos, acrescenta-se implicitamente as portas SWAP
e FANOUT/COPY).

Na Computacao Chssica Reversvel, em que as furcees booleanagmn
0 mesmo rumero de bits na entrada e sada, e as portas bgicas sao re-
versveis (istoe, conhecendo-se a sada, e possvel deteminar a entrada
gue a originou). As portas bgicas NOT, CNOT, SWAP, To oli e Fredkin,
guando trabalhando apenas com bits e nao qubits, sao exemplos de portas
bgicas chssicas reversveis.

Teorema 3.17. A porta To olie universal para a Computacao Chassica.

Demonstracao. E possvel realizar as portas NOT e AND utilizando a
porta To oli e acrescentando alquns bits de trabalho (bits com valor xado
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em 0 ou 1 dependendo da necessidade).

AND NOT COPY/FANOUT SWAP
. T " DNl
y L s E XA$:ﬁy
0d xy 14 x 0 x  vdld L
Com isso, um circuito booleano qualquer pode ser realizado apenas com ptas
To oli ignorando-se bits extra (lixo"). O

X —_—

Teorema 3.18. A porta Fredkine universal para a Computacao Chssica.

Demonstracao. Da mesma forma como para a porta To oli, e possvel
realizar as portas NOT e AND utilizando a porta Fredkin e acrescentando
alquns bits de trabalho.

AND NOT COPY/FANOUT SWAP

X —— X —— X —— X 1--
yi 1ix 1i Xfy
0 Xy 0 0 X y X

Com isso, um circuito booleano qualquer pode ser realizado apenas com ptas
Fredkin ignorando-se bits extra (lixo"). O

Observecao 3.19 O preco a se pagar, ha Computacao Chssica, para que
a computacao seja reversvele o uso de bits de trabalho #éncilla bits)
e prodwcao de bits \lixo" ( garbage bit3. Em [15] (captulo * 6, p.12-15)
veri ca-se a universalidade do conjunto de portas reversveis Tooli e NOT
para a Computacao Chssica Reversvel usando-se apenas 1 bit deabalho.

Observacao3.20. Na referéncia [15] (captulo® 6, p.11-12) encontra-se uma
demonstracao de que as portas chssicas reversveis de 1 e 2 bitao podem
formar um conjunto universal.

3.6.2 Universalidade de Portas logicas na
Computaao Quéantica

Como as portas To oli e Fredkin da Computacao Chssica tém aralogos
quanticos, e tendo em vista a universalidade dessas portas na Comgut
cao Chssica, tem-se que a Computacao Quantica engloba a Computzao
Chssica quando larca-se mao de qubits de trabalho e ignoram-se os gt
\lixo" ([2], p.122).

1Disponvel no link:
http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph229 /notes/chap6.pdf
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E possvel veri car que, para a Computacao Quantica, todas as por-
tas bgicas de 1 qubit e a porta CNOT formam um conjunto universal no
sentido estrito (ou seja, capaz de produzir exatamente, em prinpio, qual-
quer transformacao uniaria) ([2], p.119-124), o que A nao ocorre com a
Computecao Chssica Reversvel (conforme nal da secao 3.6.1, obsrvacao
3.20).

O conjunto nito de operaoees X, Y, Z,H, T, S, e CNOT tamteme
universal, agora no sentido amplo (istoe, capaz apenas de aproximar uma
operacao unitiria geral dentro de uma faixa de erro pe-determinada). Esse
conjunto naoe mnimo, pois algumas dessas portas de 1 qubit podem ser
obtidas das demais. Por exemploS = T?,Z = HXH = S2, Y = iZX.

As portas bgicas quanticas To oli e Hadamard formam um conjunto
universal capaz de aproximar qualquer matriz unitiria com coe cientes
reais. Com o uso de um qubit extra, de trabalho, e possvel realizar ope
racees uniarias gerais em furcao de matrizes uniirias com coe gentes
reais (conforme artigo [1], p.2-3).

O assunto de universalidade de portas bgicas quanticas est em dese
volvimento. Nao se conhece um algoritmo ou netodo e ciente capaz de
decompor uma matriz uniairia U em fatores de um dado conjunto univer-
sal. A maioria dos conjuntos nitos que foram provados universais tém
suas demonstracees baseadas em argumentos de existéncia: mostra-se qu
existe uma sequéncia de portas que aproxima dentro de um erro dada
porta U, mas nao se sabe como encontrar essa aproximacao. Para a univer-
salidade de todas as portas de 1 qubit mais a CNOT, a provae construtiva
(2], p-119-124), mas recorrea disponibilidade de qualquer porta de 1 qub
akm de nao ser e ciente em geral (istoe, requerer um rumero @& portas
bgicas exponencial no rumero de qubitsn).

3.7 Teorema da Nao-Clonagem

Um bit chssico pode ser copiado para servir como entrada em diversas
partes de um circuito digital chssico.
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C‘B"‘D@L >—

Cout

Figura 3.20: Exemplo de como um bit cldssico pode ser usado em mais de
uma porta légica. As ramifica¢bes, simbolizadas por e, significam criagao
de copias do bit.

Pode-se pensar nesse comportamento em termos da porta légica cldssica
COPY que devolve & saida duas (ou mais) cépias do bit de entrada.

— b
b — COPY —— b

— b

Figura 3.21: Exemplo de fungao booleana f(b) = (b,b,b), que transforma
1 bit de entrada b em 3 cépias de b & saida.

Como na Computacao Quantica, o andlogo das portas légicas seriam
as operagdes unitarias sobre qubits, poderia-se cogitar a existéncia de uma
porta légica quantica de 2 qubits que tivesse como entrada um qubit num
estado [¢) qualquer, a ser copiado, (e outra entrada |0) para completar 2
entradas) e devolvesse 2 qubits no estado |¢), como ilustrado na figura a
seguir.

|v) — — [¥)
COPY
10) — — [)

Figura 3.22: Proposta de porta logica quantica que copiaria o estado do
qubit |¢) e devolveria 2 qubits no mesmo estado.

No entanto, o chamado Teorema da Nao Clonagem informa que nao
existe uma operagao unitdria capaz de efetuar essa operagao para qualquer
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estadoj i de entrada. Desse modo, a @pia de bits nao possui aralogo na
Computacao Quantica.

Teorema 3.21 (Teorema da Nao Clonagem) Nao existe uma operecao
unifiria que permita copiar o estado de 1 qubit em 2 (ou mais)ubits. Isto
e, nao existe operacao uniaria U que satisfeca, para todo estadg i de 1
qubit, o seguinte:

[ R
joi — i

Demonstracao. A prova se i por reducao ao absurdo. Sejal uma tal
operaao unitria, satisfazendoUj ij0Oi = j ij i para todo estadoj i
comkj ik =1.

Considere os estados de 1 qubjtli e j+i. Tem-se que

hgj+0i,., = hlj+i, Oj0i,
hij+i 1

= hij

oy
5

Por outro lado, como U e unitria, tamkem vale que

hG+0i,., = M0, , U'Uj+0i, ,
= hlj,j++ iy,
= hlj+ih1j+i ()
_ pl— pl— .
2 2
Comparando () e (), tem-se queps = s pL, 0 que nao pode ocorrer.
Portanto a hiptese de que existeU como descrito acimae falsa. O

E possvel generalizar essa demonstrecao para mostrar que nao exst
operacao uniaria U talque Uj ijsi =j ij i paratodo estadoj i, e com
jsi um estado xo qualquer ([12], p.532).

Apesar de nao ser possvel clonar um estado arbitario,e possvel opiar
estados na base computacional. De fato, uma porta CNOT e su ciente
para realizar isso.
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Propostao 3.22 (Clonagem de estado$0i ;jli). O circuito abaixo realiza
a clonagem de estados da base computacional. 8& 0; 1, tem-se:

jai —— jai

jOi jai
Demonstracao. Segue do comportamento da porta CNOT nos vetores da
base computacional:

jaijoi '“N°T  aijo  ai = jaijai : O



Cap'tulo

Protocolos e Algoritmos
Quanticos

Neste captulo serao abordados alguns protocolos e algoritmos quan-
ticos conhecidos na literatura. Quando possvel, e feita uma compagcao
com os algoritmos chssicos conhecidos.

4.1 Codicaao Superdensa

A codi cacao superdensae um protocolo que envolve duas partes, Ade
e Bob!, que queiram se comunicar trocando bits. Alice quer enviar bits de
mensagem para Bob.

Naoe possvel, classicamente, codi car 2 bits de mensagem em 1 bit
transmitido, p que © ha 2 ! = 2 palavras @digo { as palavras 0 e 1 { e
22 = 4 palavras de mensagem que podem ser enviadas { as palavras 00, 01,
10 e 11. No entanto,e possvel codi car 2 bits de mensagem em 1 qubit
transmitido, ee essa a furcao docircuito de codi cacao superdensa

Uma referéncia para este contaudoe [12], secao 2.3, p.97-98.

4.1.1 Visao geral

A codi cacao superdensa envolve o compartilhamento pevio de un

par de qubits emaranhados, no estado de Bell ool = %}jﬂ. Esse

1Em Teoria da Informacao e Criptogra a Quantica,e uma co  nvercao &cita rotular
os dois lados da comunicecao por Alice e Bob!

89
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estado independe da mensagem que Alice quer enviar a Bob, e pode ter
sido distribudo por uma fonte externa de pares emaranhados.

Assim, o primeiro qubit esa com Alice e o segundo, com Bob. Alice
pode realizar operacees em seu qubit em furcao dos bits de mensageoe
ela quer enviar. Aps as operacees, ela envia seu qubit a Bob, que pss
a estar em posse dos dois qubits. Bob pode med-los de maneira a obter
os bits de mensagem.

4.1.2 Circuito

O circuito completo para a codi cacao superdensae represerado abaixo.
Seu funcionamento detalhado sela abordado a seguir.

Figura 4.1: Circuito completo para Codi cacao Superdensa. A mediao
na base de Bell pode ser realizada pelo circuito da gura 4.3.

4.1.3 Funcionamento Detalhado

Setup
Num primeiro momento, Alice e Bob compartilham o estado de Bell
.. jOOi + j11i
J ool = HGT :

Usamos os otulos A para o primeiro qubit (da Alice) e B para o segundo
qubit (que esh com Bob).
Codi cacao - Alice

Se Alice realizar as seguintes operacees, ela conseguia 4 estados da
base de Bell distintos em furcao dos bits de mensagem.



4.1. Codicacao Superdensa 91

Mensagem Operacao Resultado
00 IA M = j ooi
01 ZA j00i §11| :j Oli
11 iYa=ZaXa A0 =y

Tabela 4.1: Tabela de codi cacao da mensagem para a Codi cacao Super
densa.

Observa-se qu&zX = iY pela identidade de circuitos dada na proposi-
cao 3.3. Os estados de BeJl goi, | o011, 10i €] 1121 formam uma base para
0 espeaco de 2 qubits (secao 2.3). Observa-se tamkem que, se a nsagem
e kpb;, entao quandob; = 1 aplica-se X5 e quandoby = 1, aplica-se Z, .
Dessa forma, para todos os valores da mensagdmtby,, pode-se escrever a
operacao no qubit A por ZAb"XAbl. Portanto, a operacao que Alice deve
fazer em seu qubit pode ser representada pelo seguinte circuitontrolado
por chits:

enviar para Bob

Figura 4.2: Operacoees que Alice deve fazer em seu qubit antes de enlo
para Bob. O circuito realiza a operacaoZ /X .

Decodi caao - Bob

Alice envia, entao, seu qubit a Bob, que realiza uma medida na base
de Bell. Bob consegue distinguir em qual estado o par de qubits se encon
tra com essa medida, e, consequentemente, consegue saber quais dés
mensagem foram enviados: se o resultado fpry,p, i, entao a mensageme
boby .

A medcao na base de Bell pode ser realizada em furcao da medo
na base computacional pelo seguinte circuito:
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Dot bo o —H——1AF
1_ 1: bl

Figura 4.3: Circuito para medcao na base de BelB. Estae a aao que
Bob deve tomar ao receber o qubit de Alice.

4.2 Circuito de Teletransporte

O circuito de teletransporte tamtem envolve duas partes, chamadas de
Alice e Bob, como de costume. Dessa vez, Alice esa em posse de um gub
j 1 cujo estado lhee desconhecido e precisa enva-lo a Bob. No entaot o
unico meio de comunicacao entre os doise um canal chssico, por onde
e possvel enviar chits. Pode-se pensar em uma linha teleféigia, ou uma
conexao de internet entre os dois, por exemplo, e que os dois estao aaum
grande distancia um do outro. Enviando apenas bits chssicos, Alice de
tentar enviar o estado de seu qubit a Bob.

Aparentemente nao seria possvel realizar essa tarefa, pois o estade
um qubit j i = aj0i + bjlie de nido por dois rumeros complexosaeb, que
demandariam muitos bits para serem representados de maneira satistata
(mas aproximada apenas). Aem disso, Alice nao tem conhecimento sobre
o estado do seu qubit, e uma medida nao seria su ciente para comger
encontrar os coe cientesa e b. Seriam necessarias muitas medidas de
opias do sistema em bases diferentes para se conseguir obter estiimas
das probabilidades de o resultado sej0i ou jli, e isso naoe possvel de se
fazer quando nao se tem ®pias do sistema.

No entanto, se Alice e Bob estiverem compartilhando um par de qubits
emaranhados, a situacao torna-se mais favoavel. O par emaranhadp ooi
pode ter sido distribudo previamente, e nao depende do qubij i de Alice.

O circuito de teletransporte faz uso desse par emaranhado para realizar
essa tarefa de enviar o estado de um qubit (nao conhecido) fazendots®o
apenas de um canal chssico. O nome \teletransporte" tornou-se popular
para fazer referéncia ao circuito, mas naoe muito adequado. Esserciito
envia apenas a informacao sobre o estado, nao ocorrendo deslocamento
fsico do qubit em questao.

Uma referéncia para esse circuito pode ser encontrado em [12]cs®
1.3.7, p.26-28.
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421 Visao Geral

Como na codi cecao superdensa, o circuito de teletransporte nexssita
do compartilhamento pevio de dois qubits emaranhados no estado de Ble
i ool, que independe do qubit que Alice quer enviar a Bob.

Abem desse par compartilhado, Alice tem um qubit em um estadoj i
desconhecido. Alice realiza determinadas operacees nos seus dois itgib
e realiza medidas na base computacional. Ao medir seus dois qubits, ela
obem informeacao chssica (chits), e envia-as a Bob.

Bob recebe os chits e, em furcao do resultado, realiza algumas ope-
racees em seu qubit (o segundo qubit do par emaranhado compartilhado
previamente). Essas operacees 0 ajudam a recuperar o estado do qubi
gue Alice queria enviar, completando a tarefa.

Nesse processo, 0 qubif i de Alice tem seu estado destrudo pela
medida, mas reaparece no qubit de Bob por causa do emaranhamento,
restando apenas realizar uma correcao em furcao do resultado da wida
de Alice.

4.2.2 Circuito

O circuito abaixo realiza o teletransporte do estado de 1 qubit de Ake
para Bob utilizando apenas o envio de 2 cbits. O funcionamento detalhaal
do Circuito de Teletransporte sel visto adiante.

Figura 4.4: Circuito de Teletransporte completo.
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4.2.3 Funcionamento Detalhado
Setup

Alice e Bob previamente compartilham o estado de Bell

.. _jo0i + j11
J ool = H?? :
Alice tamtem possui um qubit j i = aj0i + bjli em um estado nao neces-

sariamente conhecido por ela. Sua intercaoe que Bob tenha uma\o@"
do estado desse qubit. Usando-se os ptulog; e A, para os qubits de
Alice e B para o de Bob, o estado do sistema completo pode ser escrito
como

j ol J iAlj OOiAzB

ajOi,, + bjli,, % jOis, J0ig + jli,, jlig
= #5j0iy, j0iy, JOig + P5]0I, jli,, jlig

+ i, j0in, JOIg + B lia, j1iy, jlig

B j0i, jOi,, + p%jliAleiAz jOi g
+ A0, jliy, + PS5 LI, (i, lig
Preparacao - Alice

Alice realiza as operacees CNOT nos dois qubits e Hadamard ey,
e o0 sistema completo passa a car no estado:

j 1i :CNOTAl;Azj oi

=CNOT a,a, #5j0i, jO0i,, + P%5]lis j0i,, [Oig

+ p%jOiAljliA2+pb—§j1iAlj1iAz jlig

PSCNOT A a, J0i o, jOi, + P5CNOT A, a, jlin, jOIs, JOig

+ BCNOT i, j0in, jlia, + BSCNOT A, jlia, jlia, jlig

p%jOiAleiAz + ia%jliAljliA2 jOig

+ p%jOiAljliA2+p%j1iAleiA2 jlig
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j 21 = Ha,j ai

Ha, #5i0ia,i0ia, + #%jli,, ilis, jOig

+Ha, #5004, j1i,, + p%jliAlj()iAz jlig

FoHa, j0i, j0i s, + p%HAljliAljliAz jOi g
+ BHa, O, jlia, + 5HA, jli, jOI,, jlig
$ J0ip, +jlia, jOiA2+g jOip, Jliy, jliy, jOig
+ 5 j0ip, +liy, j1iA2+§ jOig, jlig, Oy, jlig
=00, A, 300ig+ Bjlig +jOliy o, 5jOig + §jlig
+J10i, A, 5i0ig gjliB + 115 4, gjOiB + Zjlig
Alice realiza, entao, a medida dos seus dois qubits na base computaci-
onal. Essa medida faz com que o sistema total encontre-se no estado

j 3i = jtbbliAlAzj 3iB :
em que o resultado da medidaetpyb;. Os qubit que esa com Bob passa a

car no estadoj 3ig, que depende do valor da medida. As opcees possveis
sao listadas na tabela a seguir.

Resultado da medida Estado do qubitB

00 ajoi + bjii
01 bjoi + ajili
10 ajoi  bjli
11 bjoi + ajli

Tabela 4.2: Possveis resultados da medcao de Alice para o Circuit de
Teletransporte.

O alculo da primeira linha da tabela 4.2 e exempli cado a seguir.
Caso o resultado da medida tenha sido 00, o estado do sistema totalsi
e obtido pela projecao jOOhOG,, ,, Seguida de uma normalizecao do vetor
resultante. E conveniente lembrar quejaj2 + jbj2 =1 pela normalizecao do
estadoj i = aj0i + bjli do incio do algoritmo.

jOOh0Oj, 5, ) 21 = OO, 5, 5]0ig + gjlis
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enviar para Bob

ji'J\
T B):bl

Figura 4.5: Alice realiza operacees em seus qubits e envia informao~
chssica para Bob. O estado do qubit que ela deseja enviar se perd®
processo de medcao.

j00i 5,
%

i jOig + Bjlig
2 2

NI o)

b
t 3

j00i, o, 510ig + 3jlig
gt
3 e+ jn
jOOi 5, 4, (aj0ig + bjlig) :

Os outros estados da tabela sao obtidos com contas similares.

Agora, Alice pode enviar o resultado da medida para Bob e o qubit em
posse dele caa no estado correspondente na tabela 4.2.

Processamento nal - Bob

Nesse ponto, Bob a tem conhecimento do resultado da medida de Alice
e o0 estado do seu qubit correspondea entrada correspondente na tabet.2.
Para recuperar o estada jOi + bj1i, Bob deve fazer algumas operecoes para
corrigir o estado do seu qubit, em furcao do valor da medida informad a
ele.

Se a medida for 00, seu qubit est emaj0i + bjli e nada precisa ser
feito. Se a medida resultou em 01, seu qubit est erhj0i + ajli; nesse caso,
e possvel perceber que a portaX fornece novamente o estado desejado
bjli + aj0i. Considerando-se todos os resultados possveis da medida,
monta-se a correcao necessaria para cada caso.
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Figura 4.6: Bob recebe os bits enviados por Alice e, em furcao dos valores
recebidos, realiza um processamento nal em seu qubit, recuperdon o
estadoj i que Alice tinha e que pretendia enviar.

Medida Estado do qubit B Aplicar operacees Estado nal
00 ajoi + bjii Ig ajoi + bjli=j i
01 bjoi + ajli XB ajoi + bjli=j i
10 ajoi  bjli Zg ajoi + bjli =j i
11 bjoi + ajli ZgXp ajoi + bjli=j i

Tabela 4.3: Correcees aplicadas por Bob para obter o estado original do
qubit de Alice no Circuito de Teletransporte.

Essas operacees, como na codi cacao superdensa, podem ser resilas
na operacao controlada classicament@ 2 X 2, em quebyby e o resultado
da medida. Dessa forma, pode-se representar o processamento de Beto
circuito a sequir.

Com isso, independente do resultado da medida, Bob tem, ao nal, o
estadoj i que Alice queria transmitir.

4.3 Omnculos Quénticos

Os omculos sao furcees booleanaé: f0;1g" ! f 0;1g consideradas
como \caixas pretas". Dado um vetor de bits x, o oaculo chssico for-
necef (x). Alguns problemas computacionais sao escritos em termos de
omaculos, como o problema de Deutsch-Jozsa, o problema de Simon e o
problema de busca de Grover. Para abordar esses problemas, e neeess
rio de nir uma versao quéantica desse oaculo, o que serl abordadmesta
secao.

Ha duas maneiras de se escrever um aralogo quantico ao oaculo chs-
sico: ooaculo XOR e ooaculo de fase
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4.3.1 Oanculo XOR

O oaculo XOR e uma operacao unitiria que realiza a furcao booleana
f por meio de um bit extra, que sinaliza as entradas em qué vale 1.

.. n .
jXi —=——— jxi

jbi ——é}» jb  f(x)i

Figura 4.7: Omculo quantico XOR. O comportamento na base compu-
tacional esh descrito no circuito. O otulo n no primeiro o representa
n qubits. O controle inverte o n + 1esimo qubit quando os n primeiros
qubits jxi da entrada cumpremf (x) = 1.

8 9
=

3 B

jOi % if (x)i
Figura 4.8: Omculo quantico XOR. Comportamento quando jbi = jOi e
quando jxi e vetor da base computacional.

jxi jXi

O oaculo XOR pode ser generalizado para furcee$ : f0;1g" ! f  0; 1g"
ou, ainda, para furceesf : f0;1g" ! f 0;1g™.

... n .
Xi ——— jxi

... m . .
jyi ;—ﬁ&ly f (x)i

Figura 4.9: Omlculo quantico XOR para furcees booleanas com entradas
de n bits e sadas dem bits. A operacao e a XOR realizada bit a bit.

4.3.2 Omnculo de Fase

O oaculo de fasee uma operacao unitiria que sinaliza as entradas em
quef vale 1 introduzindo uma fase de , istoe, uma multiplicacao por 1.

n
jxi ={o} ( 1)f™jxi

Figura 4.10: Omculo quantico de fase. O comportamento na base compu-
tacional est descrito no circuito. O ptulo n no primeiro o representa n
qubits. A fase da entradajxi ca invertida quando f (x) = 1.
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4.3.3 Constricao do Onculo de Fase usando o

Orculo XOR
Pode-se obter o oaculo de fase a partir do oaculo XOR com o uso do
gubit alvo como um qubit auxiliar. Ao usarmos ji na entrada alvo do
oaculo XOR, obtemos, para qualquer estadojxi da base computacional:
8
< ini 10 i g -
il = jxi 911 Ovon jXi % T jxiji sef (x) =0
2 Cixi S =i (i) sef(x)=1 ;
o que pode ser resumido pojxi ( 1)'®)ji . Aem disso, o fator mul-

tiplicativo ( 1)" ®) pode ser movido para qualquer entrada tensorial por
multilinearidade do produto tensorial:

i (D= )™ ji
A gura a seguir ilustra a construcao do oaculo de fase.

ixi = ixi ( 1 ®ixi

ji i I TR

Figura 4.11: Construcao do oaculo de fase a partir do oaculo XOR. jxi
representa um estado da base computacional.

4.4  Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O Algoritmo de Deutsch-Jozsae um algoritmo quéntico projetado para
resolver o Problema de Deutsch-Jozsa. Esse problema nao tem espbén-
fase em aplicacoees, mas torna-se laborabrio interessante para invagar
tcnicas e possveis vantagens da Computecao Quantica. As principis
referéncias para esta secao sao o livro [12], secao 1.4.4, p.34-36, &ids-
oaulas U2.2, subunidade SU2 de [16].

441 Problema de Deutsch-Jozsa

Antes de enunciar o problema de Deutsch-Jozsae conveniente eseer
algumas de ncoes.
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Dencao 4.1 (Furcao constante e furcao balanceada)
A furcao booleanaf : f0;1g" ! f 0; 1ge dita constante sef assume o
mesmo valor em todas as entradas:
f(x)=0; 8x2f0;1g" ou
f(x)=1,; 8x2f0;1g"
A furcao f e dita balanceadase admite o valor 0 em metade das suas
entradas e admite 1 na metade complementar das entradas.

Exemplo 4.2. A furcao booleanaf (x) = 1e constante.

Exemplo 4.3. Denotex 2 f 0; 1g" por X = X, 1:::X1Xg. A furcao boo-
leanaf (x) = xpe balanceada, pois para exatamente metade das entradas
X tem-sexo = 0 e para a outra metade, tem-sexgy = 1.

Exemplo 4.4. Considere a furcao booleana com entradas de = 2 bits
dada porf (a;b) = a b, em que, lembrando, representa a porta AND. A
tabela verdade dessa furcaoe representada abaixo.

a blf(abh=ab
0 0 0
0 1 0
10 0
1 1 1

Essa furcao naoe balanceada nem constante.
O problema desta secao tem o seguinte enunciado.

Problema de Deutsch-Jozsa.
Seja uma furcao booleand : f0;1g" ! f 0;1g que pode ser apenas ou
constante ou balanceada. Decidir sé e constante ou balanceada.

Deseja-se, dada uma furcad considerada como caixa preta, e com
0 compromisso de ser ou constante ou balanceada, decidir qual dos dois
casos mutuamente excludentese verdadeiro.

4.4.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Para resolver o problema de Deutsch-Jozsa com um algoritmo quéantico,
e necessario ter uma versao quantica da furcao booleand, dada como
omlculo, istoe, dada como uma caixa preta em que nao se pode visuahr
a subrotina que calculaf .

Considere quef seja dada por meio do oaculo de fase (como ha secao
4.3.2). O algoritmo de Deutsch-Jozsa para decidir sé e constante ou
balanceadae dado pelo procedimento abaixo.
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Algoritmo de Deutsch-Jozsa
Entrada: Of(f)= O (oaculo de fase associadoa furcao booleand)

Procedimento:
etapa 0: jOi " preparacao do estado inicial
etapa 1. j+i " superposcao de estados comH
etapa 2: O j+i aplicacao de f (omculo de fase)
etapa 3: htj "Ogj+i " testar paraj+i " (base giradaX)

n

n

Sada: Probabilidade da medida dej »i resultar emj+i "e

1 sef e constante
0 sef e balanceada

Portanto, se o estado ams a medida na bas& for j+i ", entao decide-

se quef e constante. E se o estado aps a medida for qualquer outro,
decide-se qud e balanceada.

Circuito

Notacao compacta:

Notacao expandida:

0 — (A A
o —{HH (A

Or(f)

joi

Medtao na base girada X

Figura 4.12: Algoritmo de Deutsch-Jozsa.

Observecao4.5. A porcao destacada na gura 4.12 correspondea medcao
na baseX feita a partir da medcao na base computacional. De fato, o
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operador de Hadamard realiza mudarca de base d¥ (base girada) para
| (base computacional), conforme exemplo 1.22, de forma que o resultado
medido na base computacional corresponde a uma medcao na baXe

j+i jOi ji jai

Figura 4.13: Medcao na base giradaX realizada em furcao de medcao
na base computacional.

Aralise detalhada do algoritmo

Na etapa 1, aplica-seH para cada qubit de entrada, resultando em:

jai=H "joi "

n

j+i
jOi

i1 .o

em queB, representa o conjunto de todas as palavras de bits. Istoe,

B, =f0:::00; 0:::01; 0:::10; 0:::11; :::; 1:::119g
=10;1,23;:::;2" 1g:

Observacao4.6. Por vezeseutil fazer a identi cacao entre vetores de bits
e rumeros inteiros sem sinal, para simpli car a notacao. Por exemplo,
0=0:::000,1=0:::001,2=0:::010, 3=0:::011 e assim por diante,
ae 2" 1=1:::111. Essa identi cacao consta na tabela A.2 do apéndice
A.

A aplicacao do omaculo na etapa 2 fornece:

J ol

I
@)
e

j 2l
Ojxi
X2Bn

( DF®jxi -
X2 Bn

SRS
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Se a furcao for constante, o fator ( 1)' ) se tornam um sinal global +
ou , que essencialmente nao altera o estado anterior.

Aultima etapa consiste na medcao na base giradaX. Para realizar
essa medida, pode-se aplicad a todos os qubits e medir na base compu-

tacional, como ilustrado na gura 4.12. Calculando a probabilidade de se

obter j+i ", consegue-se:

0 1

x 1 X .
WJAP? ( D' jxi
y2B, X2 Bpn
X X
= (1) % tyjxi
x2B, y2B,
X X
= on ( 1)f ) Xy
x2B, y2B,

htj "j i

1
@p

=

=

X f (x)
=5 )
2! x2 B

Caso a furcao seja constante, aultima equacao fornece

1 X 1
— (D= Z—nZ”= 1:

n
X2 B

E caso a furcao seja balanceada, metade das parcelas contribui com 1 e a
outra metade com 1, portanto
1 X . 1
- X)) = Zp0=0":
o (1 = on 0=0:
X2 Bp

A probabilidade P de se obterj+i "e dada pelo nodulo ao quadrado
do resultado obtido, logo

P=htj " ,i 2 _ 1 sef e constante
0 sef e balanceada:

Dessa forma, decide-se porf\e constante” se a medida resultar no es-
tadoj+i " e por\f e balanceada", se resultar em um estado diferente. Esse
testee realizado no algoritmo por uma mudarca de base, realizada pela
porta Hadamard, e uma medcao na base computacional, como ilustrado
nas guras 4.12 e 4.13.
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4.4.3 Algoritmo Cassico

Agora considere o problema de Deutsch-Jozsa no contexto chssico.
Tem-sef dada como uma caixa preta e se quer decidir see constante
ou balanceada. A seguir serao vistas brevemente as abordagens chssicas
determinstica e aleabria para o problema.

Algoritmo Céssico Determinstico

A Computacao Chssica Determinsticae um tipo de computac~ao em
gue se busca algoritmos que nao facam uso de recursos probabilsticos
para resolver um problema. Os algoritmos determinsticos sao tais queao
ser executado diversas vezes para uma mesma entrada, produz-sepee a
mesma sada. Para que se resolva o problema na nesse tipo de coman#o,
e necessario realizar aplicacees sucessivas de para diversas entradas at
se ter certeza de qual opcao e \alida (sef e constante ou balanceada).
Por exempl@?, calcula-sef (0), f (1), f (2), ::: e se verica sef (1) = f (0),
f(2)= f(1), ::: ounao. Caso ocorrd (j) 6 f (i), entao a opcao certae \f
e balanceada", e caso isso nao ocorra, a opcao corretad e constante”.

Para se distinguir com certeza as duas opcees, deve-se aplidaa me-
tade das entradas possveis mais uma, ou seja, a'22 + 1 entradas. Isso
porque, na pior das hipteses, a furcao era balanceada e, obteve-sen
mesmo resultado, por azar, para as 2=2 entradas testadas, impedindo
que se faca a escolha com certeza.

Dessa forma, o custo computacional desse algoritmoe de"22 + 1
aplicacoes def .

Algoritmo Céssico Probabilstico

Um algoritmo probabilstico utiliza a probabilidade como recurso com-
putacional. Para esse tipo de computacao, e possvel que entradas icais
produzam sadas diferentes, e que a nmaquina passe por estados diémtes
durante a computecao, em furcao de fatores probabilsticos presetes no
algoritmo. Nesse contexto, se for permitida uma probabilidade de errd
na decisao e 0 uso de sorteios aleabrios em certas etapas,e possvetiuzir
0 custo computacional do algoritmo chssico determinstico.

Primeiramente, permite-se que as entradas sejam tiradas aleatoria-
mente, cada uma com mesma probabilidade(i) = 1 =2". Por exemplo, se

2Nesta parte, usou-se a notacao que confunde uma palavra de bits com sua repre-
sentecao por rumero inteiro sem sinal. Ver observacao  4.6.
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f for constante 1 f (i) = 1 8j), a probabilidade de resultar 1e 1 = 100% e
a de resultar Oe 0 = 0%. Sef for balanceada, a probabilidade de resultar 1
e 0;5=50% e o mesmo vale para o resultado 0. Supee-se, para simpli car
a discussao, que o sorteio das entradase feito sem menofiaistoe, com
chance de se sortear duas entradas iguais.

f constante f balanceada
f =0:
p(f(i)=0)=1 p(f(i)=0)=0 ;5
p(f(i)=1)=0 p(f(i)=1)=0 ;5
F=L Legenda:
p(f(i)=0)=0 : entrada i tal que f(i)=0
p(f(i)=1)=1 : entrada i tal que f(i)=1

Figura 4.14: Probabilidade de obtercao dos resultado§(i)=0e f (i) =1
para os casos dé constante ef balanceada @ = 3 bits). As entradas sao
sorteadas aleatoriamente, com igual probabilidade.

A primeira avaliecao f (i1) nao traz mais informacao para distinguir
entre constante e balanceada.

f constante f balanceada

f =0: D I:]

Legenda:
f=1 D : entrada i tal que f(i)=0

:entrada i tal que f(i)=1

Caso:f(i1)=0 (i1 =1)

Figura 4.15: Exemplo de sorteio aleabrio de uma entradai; e avaliacao
f(i,). Sef(iy) = 0, naoe possvel distinguir ainda se f = 0 ou sef e
balanceada.

3Para um rumero de bits n grande, esse casoe semelhante ao caso com menoria,
em gue nao se permite repetir as entradas no sorteio.
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A segunda aplicacao, se resultaf (i,) 6 f (i1), p resolve com certeza
qgue f e balanceada.

f (:ohs(a“te f balanceada

f =0: I:] I:]I:]

Legenda:
I:] : entrada i talque f(i)=0
f=1: : entrada i tal que f(i)=1

Caso:f(i1)=0 (i1 =1)
f(i2)=1(i2=6)

Figura 4.16: Exemplo de sorteio aleabrio de duas entradasi,i. Se
f(i1) & f (i2), conclui-se quef e balanceada sem probabilidade de erro.

Se o resultado forf (i) = f (i1), tende-se a pensar qué seria constante
e a probabilidade de se estar erradoe a probabilidade de tirar duas sdas
iguais aleatoriamente numa furcao balanceada, ou sej&e. =1 0;5=0;5.

f constante f balanceada

f =0: I:] I:] I:]

Legenda:
: entrada i tal que f(i)=0
f=1: I:] D : entrada i tal que f (i) =1

Caso:f (i) =0 (i1 =1)
f(i2)=0(i2=7)

Figura 4.17: Exemplo de sorteio aleabrio de duas entradas;,i,. Caso
f(i1) = f (i) e se decida parar o algoritmo, a resposta escolhida seriag
constante", e a probabilidade de erro seridPe = 50%. Istoe, a probabili-
dade de, caso a furcao seja balanceada, ter-se obtido duas entradas igai
seriaPe = 50%.
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Na terceira etapa, casof (i3) 6 f (i), resolve-se com certeza qué
e balanceada e casd (i3) = f(i2), conclui-se pela opcao constante com
probabilidade de erro igual aP. =1 0;5 0;5 = 0,25, correspondentea
probabilidade de que, numa furcao balanceada, tenha-se o0 mesmo résu
tado para 3 entradas sorteadas aleatoriamente com igual probabilidade.

f (:ohs&a“te f balanceada

[ ]
f =0: I:Ej j

Legenda:
: entrada i tal que f(i)=0

f=1- I:E : entrada i tal que f(i)=1

Caso:f(i1)=0(i1=1)
f(i2)=0(i2=7)
f(is)=1(i3=2)

Figura 4.18: Exemplo de sorteio aleabrio de trés entradad,iz,iz. Caso
f(io) 6 f (i3), pode-se concluir quef e balanceada sem chance de erro.

f constante f balanceada

= sl
f =0: i I:]

Legenda:
: entrada i tal que f(i)=0
: entrada i tal que f(i)=1

f=1: —
o I:] Caso:f (i1) =0 (i1 =1)
f(i2)=0(i2=7)
f(i3) =0 (iz=5)

Figura 4.19: Exemplo de sorteio aleabrio de trés entradadi,i,iz. Caso
f(iz) = f (i) e se encerre o algoritmo, escolhe-se a opcabé& constante”
com probabilidade de erroPe = 0;25 = 25%.
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Seguindo essa ideia, nanesima aplicacao de f, se ocorrerf (i) 6
f(im 1), conclui-se com certeza a opcaofi e balanceada" e sef (i) =
f(im 1), pode-se concluir que f e constante” com probabilidade de erro

Pe=1 05 ::: 05=(0;5™ t=1=2m 1
Para uma probabilidade de erroPe < 1=2 na decisao, deve-se repetir 0
algoritmo ak que a probabilidade de erroPe;,, = 1=2" ! satisfaca

1 1

it 2

Se foremm = 3 aplicacees, a probabilidade de erro seml limitada por
"=1=2" 1=0;25< 0,5, como visto anteriormente.

=) 2">22=) m>23) m 3

4.4.4 Comparaao de Desempenho

A tabela abaixo traz a comparacao entre 0 desempeho dos algoritmos
chssico determinstico, chssico probabilstico e quanti co.

Algoritmo Desempenho (# aplicacoes def )

Class. Det. | 2"=2+1
Class. Prob. | 3
Quantico 1

Tabela 4.4: Comparacao de desempenho entre 0s algoritmos quantico,
chssico determinstico e chssico probabilstico (com prob abilidade de erro
< 50%) para o problema de Deutsch-Jozsa.

Essa comparacao entre o desempenho chssico e quéantico, no entan
nao pode ser considerada muito seriamente. Ha que se levar em conta
gue sao arquiteturas diferentes: aplicar uma operacab chssica (corres-
pondente a chamar uma subrotina \caixa preta) e aplicar o oaculo de
fase Og (f ) em um circuito quantico sao coisas distintas. Naoe claro que
essas operacoes tém custo computacional equivalente para que sejaome
paradas diretamente como na tabela apresentada. Por outro lado, como
comparacao simpli cada, essa aralise serve para se ter uma nocaocog ga-
nhos que a Computacao Quéntica poderia trazer em relacao a Compatao
Chssica.

Em relacao ao algoritmo chssico determinstico, o algoritmo quéantico
apresenta ganho exponencial em desempenho. J em relacao ao algoriim
chssico probabilstico, o desempenhoe semelhante.
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4.5 Algoritmo de Simon

Assim como no caso do Algoritmo de Deutsc-Jozsa, o Algoritmo de
Simon e um algoritmo quéntico projetado para resolver o Problema de
Simon. Esse problema tamkem tem propsito de funcionar como labora-
brio de testes para a Computacao Quantica, nao apresentando aplacees
conhecidas. A principal referéncia para esta secao sao as videdaai U2.3
da subunidade SU2 disponveis em [16].

45.1 Problema de Simon

O problema de Simone um problema de promessa, em que e dada
uma furcao booleanaf : f0;1g" ! f 0;1g" que pode ser ou 1-para-1 ou
2-para-1. Esses termos serao de nidos e acompanhados de exemplos para
melhor entendimento. Em seguida, o enunciado do problema de Simon
sem escrito formalmente.

Dencao 4.7 (Furcao l-para-1 e 2-para-1) Sejaf :f0;1g" ! f 0;1g"
uma furcao booleana den para n bits.

A furcao f e dita 1-para-1 see uma bijecad*. Nesse caso, isso signi ca
gue cada resultadoy 2 f 0; 1g" e obtido por exatamente uma entrada xy,
ou seja,f (x1) = y. Cada duas entradas distintasx; 6 x, geram resultados
diferentesf (x;) 6 f (x2).

A furcao f e dita 2-para-1 se cada resultadoy 2 f 0; 1g" e obtido por
exatamente duas entradas<; e X», istoe, f(x1) = f(x2) =Y.

O problema de Simon requer um compromisso para a furcao booleana
de entrada. A propriedade que a furcao deve satisfazere chamada, no
presente trabalho, depropriedade de Simon

De ntao 4.8 (Propriedade de Simon) Sejamf : f0;1g" ! f 0;1g" uma
furcao booleana den para n bits e c 2 f 0; 1g".
Diz-se quef satisfaz apropriedade de Simonse

f(x))=f(x2) 0 Xx2=x1 ¢C;

4Istoe, (1) se nao repete valores para diferentes entradas e (2) se o seu resultado
varre todas as opcees de palavras de n bits. O item (1) signica que f e injetiva e (2)
signi ca que f e sobrejetiva. Em smbolos, essas propriedades cam:

(1) X1;%X2 2 Bn; X168 x2 =) f(x1)86 f(x2)
(2) 8y2Bp;9%x 2 Bn:y= f(x).
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em que a operacao e a XOR (ou seja, adcao nodulo 2) realizada bit a
bit nos dois vetores de bits.

Exemplo 4.9. A furcao booleanaf : f0;1g? | f 0;1g? de nida pela ta-
bela abaixoe 1-para-1.

Exemplo 4.10. A furcao booleanaf : f0;1g? ! f 0;1g? de nida pela
tabela abaixoe 2-para-1.

Essa furcao tamkem satisfaz a propriedade de Simon com = 10. De

fato,
10=00 10 f (00) = f(10) =10
11=01 10 f(01)=f(11)=01:

Observecao 4.11. Nem toda furcao booleana 2-para-1 satisfaz a proprie-
dade de Simon. De fato, a furcad : f0;1g® ! f 0; 1g°> dada por

x [ f(x) X [ f(x)
000| 2 100| 2
001| 5 101 3
010 1 110 1
011| 5 111 3

Essa furcaoe 2-para-1. Se satis zesse a propriedade de Simon, ekig c
satisfazendof (x ¢) = f (x) para todo x. No entanto,

f (000) = f (100); 100 =000 100 =) c=100

e tem-se que
101 =001 100 masf (101) 6 f (001):

Essa contradcao signi ca que a propriedade de Simon naoe satista.

SPara simpli car, usou-se a notacao que confunde uma palav ra de bits com sua
representacao por rumero inteiro sem sinal. \er observa cao 4.6.
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Observecao 4.12 Sef satisfaz a propriedade de Simon cont = 0:::0,
entaof e 1-para-1. E sef satisfaz a propriedade de Simon cors6 0 :::0,
entaof e 2-para-1.

De posse dessas de ncees, o problema de Simon tem o seguinte enun
ciado.

Problema de Simon. Dada uma furcao booleanaf : f0;1g" ! f 0; 1g"
satisfazendo a propriedade de Simon, distinguir sé e 1-para-1 ou see
2-para-1 e encontrar o perodo c.

4.5.2 Algoritmo de Simon

O algoritmo a ser apresentado pressupee que a furcao booleahaeja
dada como um omculo XOR (ver secao 4.3.1). Tamkem sa0 necessarios
2 registradores den qubits. O algoritmo descreve uma subrotina a ser
repetida da ordem den vezes. Em cada iterecao, obem-se um pouco de
informacao, que sela processada classicamente para obter como da o
valor de c e a decisao sé e 1-para-1 ou 2-para-1.

Algoritmo de Simon

Entrada: Oxor (f) = O (omculo XOR associado af)

Procedimento:

etapa 0: jOij 0'5( preparecao do estado inicial
etapa 1: p% jXijoi H " no registrador 1
xﬁBn
etapa 2: pi- ixijf (x)i aplicacao de f (omculo XOR)
X
etapa 3: 2% jyijf (x)i H " no registrador 1
X2Bn y2By
etapa 4. Medtao obem informacao sobre a resposta

etapa 5: Repetir etapas 0-4 da ordem den vezes
etapa 6: Computar a resposta classicamente com as informacees obtidas

Sada: Apms processamento chssico nal, valor do perodo c e decisao se
f e 1-para-1 ou 2-para-1.
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Circuito

Notacao compacta:

reg.1 joi " .
reg.2 joi " i

Notacao expandida:

reg.1l

Figura 4.20: Uma iteracao do algoritmo de Simon.

Contas auxiliares

De ncao 4.13. Usa-se a seguinte notacao, com o intuito de simpli car
algumas expresseoes:

0=+
T =
Dado um vetor de bitsx 2 B,,, escreve-sgxi = jxox1 :::%, 1i para desig-
nar um produto tensorial de estadosj+i eji . Por exemplo,
jxi =jo11a(j = = j+ +i
De ncao 4.14. Bn e 0 conjunto de todos os vetores den bits.

Propostao 4.15. Vale que
n X . -
H "= jyhyj :

y2B,
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Demonstracao. Prova-se por induwcao emn.
Vale paran =1 qubit, p que H pode ser escrito como

H=j+h0j+jh 1 :
Vale para n = 2 qubits, pois
H?=H H
j+hoj+ jh 1 j+hoj+ jh 1j
J';E+ hog + j+ h 04 +j +h10+jh 1]
jyhyj :

y2B:
Supee-se, entao, que seja \alido para qubits. Veri ca-se o cason +1:

H"™ =H n H
0 1

X
@  jyhyjA  j+hOj+jh 1
y2Bp
0 1
JYoYr:ii¥n 1NYoY1:iiiYn 1) + +
e 03103
X - -
= JYo¥1 i ¥ 1¥ahyoYyi:iiYn 1Ynj
y28n+1
X - .
jyhyj :

y2Bn 1

Yn =0 yn=1

Isso conclui a inducao emn. O

Propostao 4.16. Vale que
1 X
M=p= (Vi ;
2n
y2Bn
em quex Yy = XoYo+ X1y1+ :ii+ Xn 1Yn 1.

Demonstracao. Mostra-se por inducao emn.
Para n =1 qubit, tem-se que

0 =j+i= joi + j1i

o=

T =ji =p=j0ijli
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Para n = 2 qubits, tem-se que

00 :j++i=p%j00i+j0]j+j10i+j1]j
or =j+i =p%j00ij01i+j10ij 11i
10 = +i=p%j00i+j01ij 100 j 11
T =ji :p%jOOijOJ.ij 100 + j11

gue pode ser resumido em
1 X
= p= ( VYiyi :
22
y2By

Assume-se que o enunciado seja \alido para qubits. O cason+1 ca
COmo a seguir.

PROXL IR 1 Xnl = XXXy 1l | Xy
Casoxy =+, tem-se
JRoX1 Xy pti

:{))eo)el:::)en 10 ] +i 1

X
=@ (DU DYiyiA
Y2Bn

( 1)(x0:::Xn 1)yjy0:::yn 1i pl—, jOi + jai
y2Bnp ?

I
RN
N
X

=Por (DY DY dyoitn a0+ fyoiiin 2l
yZBn yn =0 yn=1

2n+1% ( )Peixn D) ¥H0 Oy, {¥n 10 +

+ ( 1)(X0 Xn 1) y+0 1 {¥n 1%%
Yn=1

1 X . :
= Poer (oo OV jyg:iyn aynd
y28n+1
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No casoxy = , tem-se
0¥y iiiXn 1

= XX liiXn 1l i
601 n 1l ] 1

1 X oA
= @P? ( 1)(XO---Xn 1))’Jy|A ji
y2Bn
1 X . R
=P ( DO DY jyg iy, i P 00 j 1i
y2B,
= 917 X ( 1)(xo:::Xn 1)y 'yO...¥n 10} i Vo: ¥n 11}
on+l yZBn 1 {

Yn =0 Yn=1

(Xo:Xn 1) y+1 0; .
2n+1% A LT U B

yn =0

+ (i Wy 11)/0 Sy 111;:

Yn=1

1 X : :
= Por (oo D jyoyn gyl
yZBn+1

Isso conclui a demonstracao. O

Proposcao 4.17. O produto tensorial de n operadores de Hadamard e

dado por X

H “:p% ( 1) jxhyj :
Xy 2Bp

Demonstracao. Usando as proposcees 4.15 e 4.16, tem-se que
X X 1 X . .
H "= jyhyj = =  ( D"Vijxhyj: O

on
y2Bn y2By X2 By

Proposcao 4.18. A aplicacao deH " a um estadojxi = jXoX1:::Xn 1l
na base computacionale dada por

o= pl ()i
o ,
Y2Bn

em quex y = XoYo+ Xay1+ 111+ Xn 1Yn 1.
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Demonstracao. Usando as proposcao 4.17, tem-se que

H "jxi= plj (1) %jyihzjjxi
2n
y;z2 By
1 VZio
= P= ( 1Y%yl 2x
2n
yiz2Bn
— 1 Y X ivgio-
=p= ()7jyi:
2n
y2Bn
O
Observecao4.19. A soma e o produto em
X Y= XoYo+ X1y1+ 11+ Xn 1¥n 1 (int)

podem ser entendidos como operacees com rumeros ou COmMo operacoes
com bits
X Y= XoYo Xiy1 i Xn 1Yn 1 (bit)

em que o produtoe dado pela AND e a soma e dada pela XOR. Ambas
as expressees resultam no mesmo sinal 1)* Y, pois a expressao (bit)
corresponde a (int) nodulo 2, visto que a AND se comporta como um
produto e a XOR, como uma adcao nodulo 2.

Etapas da subrotina de Simon

As etapas da subrotina quantica sao mostradas em detalhes no texto
gue segue. Inicialmente, aplica-sél " ao primeiro registrador, obtendo-se
1 X
jai=ps X0
2n
x2 B,
em que o primeiro ket engloban qubits e representa o primeiro registrador,
e o0 segundo ket conemn bits e representa o segundo registrador.
A aplicacao do oaculo na etapa 2 manem o primeiro registrador e faz

a XOR bit a bit de 0 com f (x):

Oxor ] 1l
1 X

J 2l
OXOR ]XIJOI
X2 Bn
X
Xijf ()i
X2 Bp

S
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Na etapa 3, aplica-se novamentéd " ao primeiro registrador:

X

j ai= H "jxi jf (x)i

X2 Bp

X 1 X .
P (Dt ()i 0)
2n

x2 B, y2By

X N _

. ( DVYijyijf(x)i :

x2B, y2B,

a -

"
|
N
X

N

A medida na base computacional, ha etapa 4, faz o estado do sistema
colapsar emjyijzi, comz = f (x). Como f tem a propriedade de Simon,
osunicos valores que resultam enz pela aplicacao def sao

z=f(Xy)=f(X2); Xa=X1 C:

Probabilidades nas medcees

Casoc 6 0, o coe ciente multiplicando o estado jyijzi em ( )e dado
por

1
&z = o ( Y+ 1)*2Y

zzi”( 1Y +( 1) Y
_ zi”( Y9y +( 1y €y

= o (Y (R D)

= 81'-1( 1)) 14+ ( 1)°Y
0 cy=1;
( 1)(X1y)2£n cy=0:

A probabilidade de se encontrar o sistema no estadjyij zi e, entao,
(

. . 0 cy=1
Py;z = Jay;212 = »2 Y

1
2 yoo (p1)

Assim, a medida © fornece vetores de bity perpendiculares ac. A infor-
macao que se ganha para encontrace a equacao

Cy=acyr CYy1r i CYn=0:
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Casoc = 0, o coeciente em () ca apenas ay;; = 2%( 1)*1Y e a
probabilidade de se encontrar o sistema erjyijzie

Pyz = jay:zj2 =2 . (p2)

Logo, qualquer vetor de bitsy pode sair como resultado da medcao.

Encontrando o valor do perodo ¢ { exemplo

Primeiramente, apresenta-se o processamento para encontrar o pedo
c em um exemplo, com o objetivo de facilitar a compreensao do netodo
no caso geral.

Exemplo 4.20 (Encontrando perodo ¢ com o algoritmo de Simon)

Sejan = 4 bits. Aplica-se a primeira iteracao da subrotina quantica
do algoritmo de Simon. Suponha que se obteve o resultadg? = 0111.
Esse resultado gera a equacao

y c=0=) o G ©=0=) c=c C:

Continua-se aplicando a subrotina at se obtern 1 =3 equecees LI.
A segunda iteracao fornecey® = 1001. Esse resultado correspondea
equeacao
y@ ¢=0=) ¢ ©=0;

e o sistema, aps simpli cacao, ca

(

Cb=C C
CL=0C .

Como ainda nao sao 3 equacees LI, continua-se a iteracao.
Na terceira iteracao, o resultadoe y©® = 1110. A equacao correspon-
dentee

y® ¢c=0=) & ¢ ©=0=) ¢ (g ) c=0=) 0=0;

e essa equacao nao fornece informecaoutil. O sistema continusendo de
2 equéecees LI (
C=C C
CL=0C:
Na quarta iteracao obem-se y® = 0001, e a equacao que esse resultado

gerae
y#® ¢c=0=) ¢ =0:
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O sistema ca 8
2C = C3
S ¢ =0

" c=0:

Agora sao 3=n 1 equacees LI. As solwcees sad = 0000 e c°°= 0110.

Poder-se-ia concluir quef e 2-para-1 com perodo ¢ = 0110. No entanto, a
probabilidade de se estar errado nesse casoe a probabilidade de se abte
resultados no mesmo subespaco de dimensao 3, sendo duseria 1-para-1
e os 2 =24 resultados seriam equiprowaveis:

"4. 111 =2
4 247 2

Para reduzir a probabilidade de erro, aplica-se a subrotina novamente
Suponha que obem-sey® = 1111. Verica-se sey® ? c®ou nao. Caso
nao fosse, concluir-se-ia que haveria mais uma equacao indepente e o
sistema © teria solicaoc®= 0. Naoe esse 0 caso aqui, pois

y® ®=1111 0110=0 1 1 0=0 =) y® 2 %

Poderia concluir-se, nessa etapa, qué e 2-para-1 com probabilidade de
erro iguala probabilidade de se sortear aleatoriamente 5 vetores e todos
cairem no mesmo subespaco vetorial de dimensao 3:

2 22 1
2 2 4°

Terminando o algoritmo na iteracao 5, tem-se quef e 2-para-1 e que o
perodoe c¢=0110.

A ttulo de curiosidade, a f utilizada neste exemploe disposta na tabela
abaixo, em queA;B;C;D;E;F;G eH denotam 8 palavras distintas de 4
bits.

e 111

x | f(x) X | f(x)
0000| A 1000| E
0001| B 1001| F
0010, C 1010| G
0011| D 1011| H
0100, C 1100| G
0101| D 1101| H
0110| A 1110| E
0111| B 1111 F

Repare que, de fatof e 2-para-1 comc = 0110.
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Encontrando o valor do perodo ¢ { caso geral

das medidas no registrador 1 e o sistema de equacees lineares naoigeita
C= C1C2:::Cn: 8
% y(l) c=0
@ =
y c=0
(s)

y(m) c=0

Esse sistema sempre admite a solicao= 0. Supee-se que se tenha ob-
tido, as a aplicacao da subrotina por um rumero su ciente de vezes, um
sistema linear com um rumero su ciente de equacees linearmem indepen-
dentes ( cam mais claro 0 que signi caria\su ciente" nesse contexto).

Observacao4.21 Para analisar esse sistema, e interessante consider&,
como espaco vetorial sobre os escalar&= f0;1g e com a soma de vetores
dada pela XOR bit a bit . E possvel veri car que esse espaco satisfaz
0s axiomas de especo vetorial. Aem disso, e possvel imitar o produt
interno em R" ou C" com a operecaor S=r;S; .. [npSh.

O espao B,, tem dimensaon e conem 2" vetores. A maioria dos
resultados deAlgebra Linear se manem para esse caso, exceto que esses
espacos vetoriais t8m um rumero nito de vetores e quee poss\vel terx 6 0
eXx x =0, de forma que o produto naoe um produto interno em B,,.
Os subespacos deB, t8m dimensao 2';m n. O subespaco gerado por
c6 0e f0;cg e tem dimensao 1. S&/ e um subespaco, entao o conjunto
W? dos vetores perpendiculares &V e tamkem um subespeco, e vale que
dimW +dim W? =dim B, = n.

Os livros de digos Corretores de Erros (da Computacao Chssica)
costumam denotarB por GF (2), chamado campo de Galois(Galois eld)
de dois elementos. Uma referéncia contendo um resumo da teorialaeio-
nada ao especo vetorialGF (2)" e [10], secao 2.4, p.75-80.

Sef for 1-para-1, espera-se que o sistema admita apenas a solwcao

de bits emB,,, por causa da equacao (p2). Como a dimensao d& e n, ha
no maximo n vetores de bits LI nesse espaco. Isso signi ca que o sistema
acimae equivalente a um sistema den equeacees LI, e que © admite a
solwcao trivial ¢=0, como esperado.

Por outro lado, sef for 2-para-1, espera-se que o sistema tenha duas
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tem-se quey® ;:::;y(™ 2 W? e que dmW =1 e dmW? = n 1, de
forma que dimW +dim W? =dim B,,. Assim, la no maximo n 1 vetores
LI e perpendiculares ac. O sistema (s)e equivalente a um sistema da 1
equecees LI, e apresenta uma varavel livreg; , que pode assumir os valores
0 ou 1, gerando as solicees 0 @6 0, como era esperado.

Resumindo, se asm repetcees da subrotina quantica do algoritmo
de Simon produzirem um sistema de equacees com 0 nmaximo possiee
equacees LI, a solicao do sistema fornecer e, dependendo se ha apenas a
solcao nula ou se, abm dessa, e uma soluwcaa 6 0, pode-se distinguir os
casos¥ e 1-para-1"ou\ f e 2-para-1". O rumero de repetcees m requerido
e proporcional a n.

Probabilidade de erro

Em relacaoa probabilidade de erro no caso geral, tem-se 0 seguinte.
A partir de um rumero de iteracees su cientemente grande (da ordem de
n), a cada nova iteracao, ou se descobre quee 1l-para-1 (resultado cada
vez mais improwavel) ou se escolhe qué e 2-para-1 com probabilidade de
erro:
on 1 on 1 1
on {Z on } 2m n+l

m (n 1) vezes

e e

n 1 vezes |

Essa estimativa naoe exata, pois est considerando o caso em que 1 re-
sultados forneceram vetores de bits nao-nulos e LI, e os outros resultados
cairam no subespaco gerado pelos 1 vetores LIl. Poderia ter aconte-
cido de se obter menos vetores LI e 0s outros cairem no subespaco gerado
por eles, apesar de parecer menos prowavel. Essa estimativa, contudo,
serve para dar uma pista quantoa quantidade de iteracees do algoritro
guantico. Dessa forma, se o rumero de iteraceesn for da ordem den, a
probabilidade de erro pode ser feita menor que=2.

4.5.3 Algoritmo Cassico

Algoritmo Chssico Determinstico

Um algoritmo chssico para o Problema de Simon consiste em esco-
Iher entradas x em B,,, calcular f (x) e comparar com 0s outros valores a
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obtidos, ae que se encontre um par de vetores distintosx;) € Xz com
f (X@)) = f(X@2) ou at que se possa concluir qud e 1-para-1.

Supondo que seja possvel armazenar todas as entradas testadas e seus
resultados pela aplicacao daf , na pior das hipteses, deve-se calculaf
para metade das entradas mais uma, istoe, 2=2 + 1 vezes. Casdf seja
1-para-1, todos os resultados seriam distintos, e cado seja 2-para-1, na
pior das hipteses, na tentativa de rumero 2"=2 + 1 sem obtido um valor
repetido aps aplicacao da furcao.

Algoritmo Chssico Probabilstico

Para melhorar o0 desempenho do algoritmo determinstico acima, pode
se relaxar o desempenho, permitindo-se uma probabilidade de erfona
escolha. Sorteia-se aleatoriamente dentre o conjunto de entradas nao
testadas ainda, calcula-sd (x) e compara-se o valor obtido com o forne-
cido pelas entradas p testadas. Repete-se por um rumero su ciete de
tentativas ou at algum par ser encontrado; se nenhum par foi encontrado,
decide-se por¥ e 1-para-1"e se for encontrado, decide-se poif\e 2-para-1"
e utiliza-se o parx(y) ;X encontrado para calcularc= Xy  X().

Ams m iteracees, o rumero de pares p testadoseNg,, em que

Nop = m _ m(m 1),
2 2 '
istoe, 0 rumero de pares que se pode formar dentren elementos distintos
sem importar a ordem em que se encontram no par.

Casof seja 2-para-1, o rumero de pares desejado (ou seja, que resultam

no mesmo valor aps aplicacao def )e Nges dado por

n

Nges = > :

A probabilidade de pelo menos um par desejado ter sido obtido apk
iterecoese
Nob m(m 1) .

Pm = Ndes - 2n

Caso nenhum par desejado tenha sido encontrado, opta-se pof &
1-para-1"com probabilidade de erro dada por

m(m 1)

m=1 pm=1 on
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Para que a probabilidade de erro sejad < 1=2, deve-se ter

"m < } :) m(m 1) > % :) m2

5 on m 2" 1>0;

Resolvendo param > 0, deve-se ter

1+I01+2n+1
m> ————

logo m deve ser da ordem de 'Z? iteracoes.

45.4 Comparaao de Desempenho

O desempeho dos algoritmos chssico determinstico, chssico pybabi-
Istico e quéantico sao resumidos na tabela abaixo.

Algoritmo Desempenho (# aplicacees def )

Class. Det. | da ordem de 2=2 aplicacees
Class. Prob. | da ordem de 2=2 aplicacoes
Quantico da ordem den aplicacees

Tabela 4.5: Comparacao de desempenho entre os algoritmos quantico,
chssico determinstico e chssico probabilstico (com prob abilidade de erro
< 50%) para o Problema de Simon.

Da mesma forma como no problema de Deutsch-Jozsa, essa comparacao
tem limitacees, mas serve como laborabrio para testar em que situapes
a Computacao Quantica pode trazer vantagem computacional em relacao
a Computacao Chssica. Em particular, essee um exemplo em que algo-
ritmo quéntico apresenta ganho exponencial em desempenho em reko
aos algoritmos chssicos existentes.

4.6 Algoritmo de Busca de Grover

Esta secao aborda o Algoritmo de Grover, um algoritmo quéntico que
permite encontrar um elemento em uma lista nao ordenada. Uma descaio
mais rigorosa desse problema, bem como as alternativas chssicas para o
mesmo sao apresentadas neste texto. As referéncias utilizadas reepiarte
sao o livro [14], captulo 3, e as videoaulas U2.6 da subunidade SU4 do
curso [16].
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46.1 Problema de Grover

O problema de Grover consiste em encontrar um elemento especa
em uma lista de 2 itens. A listae formada por palavras birarias de n
dgitos. Ha uma furcao booleana f : f0;1g" ! f 0;1g que © sinaliza '1'
para uma entradaxg em particular, que pode ser desconhecida. Em outras
palavras, a furcaof pode ser descrita por

F(x) = 0; x6 Xgo
1; X=Xg:

A maneira de saber se o itenx considerado corresponde ao desejadoe por

meio da aplicacao def . Essa furcao poderia ser chamada de \teste", e

caso se queira saber se o item da listae o desejado (em outras palavras,

sex = Xp), deve-se fazer o teste em e ver se o teste resulta em '1' (item

desejado foi encontrado) ou '0' (o item testado naoe o desejado).

Problema de Grover.  Encontrar aunica entrada xq 2 f 0; 1g" tal que o
resultado do testef sinaliza '1'. Ou seja, encontrarunico Xo com

f(xo)=1":

Em seguida, um algoritmo quéanticoe apresentado para resolver o pro-
blema de forma mais e ciente do que seria possvel classicamente

4.6.2 Algoritmo de Grover

O algoritmo de Grovere um algoritmo quéntico para resolcao do pro-
blema de Grover, que consiste em encontrar o elemento em uma bkspor
meio de um testef , e 0 elemento desejadoe ounicaxg que faz com que o
teste sinalize 1. O algoritmo quantico consiste em aplicar uma subratia
E@ntica, o operador de Grover, por um rumero de vezes da ordem de

N, em queN =2"e o rumero de itens na lista, indexados porn bits.

Algoritmo de Grover

Entrada: Of(f)= O (omculo de fase associadoa furcao booleand)

Procedimento:
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etapa 0: jOi " preparacao do estado inicial
etapal: G aplicacao do operador de Grover
etapa 2: repetir etapa 1 por k vezes, com
acos pi-
k= —x—>5 7 N=2":
acos ~y=
Operador de Grover G:

etapa 1l: Ogj+i " aplicxao def (omculo de fase)

etapa2: H "
etapa 3: 2j0h0j |
etapad: H "

Sada: Leitura do registrador fornece o itemxo buscado, com probabili-
dade de acerto

Circuito

Notacao compacta:

jor " “={n }{eHe]

k vezes

Figura 4.21: Algoritmo de Busca de Grover.

Notacao auxiliar
Para facilitar, lista-se abaixo a notacao utilizada nesse algoritmo:
joi = jo:::0i = joi "
ji=j+i "

B, : conjunto de todas as palavras den bits

(

n: rumero de qubits de cada item da lista
N: rumero de itens na lista

N :=2"
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j 1= jXoi: item desejado na lista

S:=spangfj i;j ig: espaco vetorial gerado porj i, i com escalares reais

Contas auxiliares

Vale que:
=it
X xi
X2 B N
p X . o
N 1 jXi Xol ()
= —p— p— + —
N N 1 N
X 2 Bp
X 6 Xp
P

i IR
N N
A aplicacao de O emj i ej i ca:

Orj i =

I
O
ie

1
X oy
ZT
=

=
O
e
S

X 2 Bp ()

N 1

1
—

O
S
I

= O jXoi
j Xoi ()

1
—
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O operador G pode ser escrito como:

G=H "(2joh0j 1)H "Of
2H "jOhOjH " H "IH " O

G
= 2H "johQj(H ")Y H "H " Of (©)
=@2j hj 1Or;

em que foidenidoj i = j+i "
Primeira aplicacao do operador G

Antes de aplicar o operadorG pela primeira vez, prepara-se o estado
inicial fazendo uma superposcao com pesos iguais em cada qubit:

joi=H "joi "

n

jri
ji
P

N 1. . 1 .

ﬂGﬁ—j I+Pﬁjl usando () :

Nota-se quej oi pertence ao subespaco vetorialS gerado porj i;j i e
com escalares reais. Isso permitia uma interpretacao geonetgéa muito
util para o entendimento do algoritmo.

Na etapa 1 deG, aplica-se o oaculo de fase ao estado inicigl i:

J 11 = Of] ol
= O¢ ﬁlalﬁ—lep%ji usando ( )
pN 1. .. 1 o
:ﬂOTOFJV"pﬁOFJ'
pN 1. 1
:—ijl pﬁjl usando () e ()

O vetor j ;i continua no espacoS, e a aplicacao do oaculo de fase pode
ser visualizada como uma re exao em torno do eix i.
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Figura 4.22: Aplicecao do oaculo de fase equivale a uma re exao em
relecao ao eixoj i.

As etapas 2, 3 e 4 de&G redundam em aplicar ) h j | emj i,
conforme equacao ). E a aplicacao desse operador pode ser vista geo-
metricamente de acordo com a gura abaixo.

j2i=@) hj 1)j 4
=2j h jj 40 j i

é>21 hij
J al
Figura 4.23: Aplicacao do operador 4 h j | equivale a uma re exao

em relacaoa reta determinada pelo vetorj i.

Dessa forma, a primeira aplicacao do operado6 fornece o seguinte.
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Figura 4.24: Aplicacao do operadorG. O efeito correspondea rotacao do
vetor por um angulo no sentido anti-hoario.

Aplicacees subsequentes do operador G

As aplicacees sucessivas do operador de Grover ttm o mesmo efeito
descrito anteriormente. Cada aplicacao deG corresponde a uma rotacao
no sentido anti-hoario. A gura a seguir ilustra a lesima aplicacao deG.
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20 )
[N
] \
| | \
1 | \
Ll
\“ \\ ] 1
O op =27
- - “‘ ] ..
' ! J !
\“ ,
\: //
5 ,
Y /
\‘ 7
%
o) 2l

Figura 4.25:; Aplicacao lesima do operador G. O efeito continua corres-
pondendoa rotacao do vetor por um &ngulo no sentido anti-hoario.

O operador Ge aplicado por k vezes at que o vetor resultante esteja
0 mais poximo possvel do eixoj i.

jooki =GNy

Figura 4.26: Aplicacees sucessivas do operad@s.
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No livro [14], secao 3.3, demonstra-se algebricamente que uma apliea~
de G produz uma rotacao em sentido hoario de um mesmo angulo .

Nimero necesario de aplicacees de G

O rumero de aplicaceesk necessarioe dado por

k+7:7:) k = :

em que se arredond& para o inteiro mais poximo.
O angulo (em radianos)e o &ngulo queGj i faz comj i. Pode ser
obtido por (ver gura 4.24):

p___
. N 1

cosézh] i = ﬂeﬁ— usando ( )

N e

smé— 1ijh ji = pﬁ

Fazendo-se a seguinte manipulacao algebrica, pode-se encontrar oat
expressao equivalente para o angulo.

NI H TR
N N
pN 1 2
:—pjjl'f'pﬁjl pﬁjl
=j i p%ji usando ()
j 2l =Gj i
= 2jhij | jqi
= 2jhj I ji péjl
N
=2jihjij i p4jjihji+pzjji
N N
=20 i p4jpljji+92jjl usando ( )
N N N
N
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cos = h |G i
=hj N e el
N N
= ¥hj i+ p%hj i
- N 4+ pszlj usando ( )
N N N

N 2

TN
Portanto, pode-se escrever

P

2 .
N

N 1 . 1
= 2acos ﬁeﬁ— =2asin % = acos

e o valor deke dado por

‘= ~ acos N2
2 2acos N2
ou por
s 52 asin plﬁ acos p%
k = = =
acos N2 acos N2

E possvel vericar que o rumero ke da ordem de pﬁ. De acordo
com [14], p.56, tem-se
Iim k=+1
NI +1

Probabilidade de acerto

Ao aplicar a subrotina G por um rumero k de vezes especi cado ante-
riormente, obem-se o estado nal o mais poximo possvel de j i = jXoi,
o item desejado. A projecao na direcao desse vetor permite eontrar a
probabilidade de acerto do algoritmo. O estado nalGXj i faz um angulo
com o estadojxgi menor que =2, pois se fosse maior ou igual, seria pos-
svel aplicar novamente o operadorG para reduzi-lo. Portanto, o angulo
cos jxoi ;G¥j i entre o estado desejado e o estado nale menor que
=2, 0 que signi ca que seu cossenoe maior que cos(2).



4.6. Algoritmo de Busca de Grover 133

Figura 4.27: Projecao do estado nalGK | i na direcao do estado desejado
j 1= jXoi. Aplicar o operador G mais uma vez faz com que a projecao na
direcao desejada que menor. O mesmo vale se o operad@ for aplicado
por menos dek vezes.

Com isso, tem-se a probabilidade de acerto estimada em
. Lk o 2
jXohxoj G*] i

Xo GKj i °

Pa

cos jxoi ;GXj i °

> jcos j2

Generalizaao

O algoritmo de Grover tamkem funciona para o caso em que ha mais
de um elemento marcado, istoe, laXxg, X1, :::; Xm 1 €lementos tais que
f(Xp) = f(X1) = :::= f(Xm 1) e 0os demais valores anulani . E possvel
adaptar a aralise do algoritmo para esse caso. A interpretacao geonetria
continua valendo, mas desta vez, tem-se
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o 1 X

j|—{e>ﬁ jXi
X 2 By
f(x)=1

4.6.3 Algoritmo Céssico
Algoritmo Chssico Determinstico

Classicamente, se o testee dado como uma caixa preta, em que nao se
sabe a estrutura interna def , a maneira de se encontraxg e por busca
exaustiva. Para garantir que o item Xxg seja encontrado, deve-se, no pior
caso, olhar todas adN = 2" entradas possveis. Portanto sao necessrios
N aplicacees do testef .

Algoritmo Céssico Probabilstico

Considere um algoritmo que sorteie aleatoriamente as entradas a serem
testadas (e sem repetir entradas). Aps o teste de& entradas, a probabi-
lidade de que se tenha localizado o item desejadge de

Para que haja probabilidade de encontrar a resposta seja maior que=2,
deve-se testar pelo menos por um rumero de vezes

N
k> —:
2
Desse modo, ainda deve-se aplicar o tesfeda ordem deN vezes.

4.6.4 Comparaao de Desempenho

O desempeho dos algoritmos sao comparados na tabela abaixo.

Algoritmo Desempenho (# aplicacees def )

Class. Det. | da ordem deN=2 = 2"=2 aplicacees
Class. Prob. | da ordem debl = 2" aplicacees
Quéntico da ordem de’ N =2"=2 aplicacees

Tabela 4.6: Comparacao de desempenho entre 0s algoritmos quantico,
chssico determinstico e chssico probabilstico (com prob abilidade de erro

< 50%) para o Problema de Grover. No algoritmo de Grover, o rumero
de aplicacoes def coincide com o rumero de aplicacees da subrotinds.
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Dessa forma, o algoritmo de Grover apresentaria ganho quadatico de
desempenho em relacao aos algoritmos chssicos, se a aplicacao fdenos
casos chssico e quantico forem equivalentes em termos de custos qmum
tacionais.
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Cap'tulo

Panorama Atual da
Computaso Quantica

A Computacao Quanticae uma tecnologia ainda em estgio inicial, e
tem se mostrado umaarea de pesquisa estrakgica no cerario inteacional.
Neste captulo, faz-se um breve estudo das expectativas de mercadane
relacao a Computacao Quéantica, em grande parte baseado na Gartner,
uma consultoria em Tecnologia da Informacao [3]. Apresenta-se tamkem
algumas das principais empresas com pesquisas em Computacao Quantica,
e mostra-se um resumo dos desenvolvimentos realizados nessas empresas
tanto em hardware como em software.

5.1 Expectativas de Mercado

A Gartner [3] estima que a Computacao Quantica see uma realidadeno
mercado dentro de 5 a 10 anos. Espera-se que essa tecnologia se torne mais
apida e escahvel, de forma a tratar problemas reais que a computecao
atual nao conseguiria abordar satisfatoriamente. A curva da gura 5.1,
chamadahype-cicle mostra as tecnologias em alta no mercado e as que g
atingiram maturidade. A postao da Computacao Quéanticae de subida
na curva de expectativas.

137
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Virtual Assistants,

10T Platfor
Smart Robots.
Edge Computing

Augmented Data

Discovery
Smart Workspacs,
Conversational
User Interfaces~__
Brain-Computer

Connected Home

Deep Learning

Machine Leaming
Autonomous Vehicles
_Nanotube Electronics
Cegnitive Computing
@ Blockehain

Commercial UAVs (Drones)
1

Tritsrface ; Qchnit»w Expert Advisors

Volumetric — \

gi‘ ‘t — Serverless | |

Juantum @l \ e
3 56 = \ ~T

Digreal Twin \

A_Human
Neuromorphic a Augmentation
Hardware

Enterprisz Taxonomy

and Ontology Management
Software-Defined P
Security A

7 Virtual Reality

expectations

’Deep Reinforcement
§ Leaming

7 Artificial General
/ Intelligence
4D Printing

Smart Dust A
/

time
Figura 5.1: Hype-cicle para tecnologias atuais. Posicao da Computagao
Quéantica destacada. Compare com Machine Learning (topo da curva) e
Realidade Virtual (estabilizagdo/maturidade). Fonte: Gartner [3].

Ha uma percepg¢ao no mercado que a Computagao Quéntica gere uma
disrupcao algo similar as ocorridas na Revolugoes Industrial, Tecnoldgica e
Digital. O panorama atual da Computacao Quéntica é comparavel, nessa
percepcao, ao computador ENTAC da decada de 1950. A época, nao havia
como prever o desenvolvimento tecnoldgico subsequente, e a capacidade de
processamento que se conseguiria obter nas décadas seguintes.

Figura 5.2: ENIAC. Fonte: Computer History Museum [11].

A expectativa é que um modelo hibrido entre Computacao Cléssica
e Quantica seja a tecnologia emergente no cendrio atual. A computacao
seria realizada em um processador quantico para problemas nos quais ha
vantagens no uso da Computacdao Quantica, como espera-se que ocorra
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com os problemas chamados NP-dificeis.

Dentre as principais aplicagoes previstas para a Computagao Quan-
tica, destaca-se resolucao de problemas de otimizacao, machine learning,
desenvolvimento de novos materiais, firmacos e processos quimicos. Qutra
aplicacao de destaque é em criptografia. A figura 5.3 mostra aplicagoes em
que se espera utilizar processamento quantico.

Quantum Light Harvesting
Chemistry / Transport
Climate Communication
/ \\ Energy
COz
Matenals T ture S/ Quantum
\LNG SRl Simulation
Pharma~__ Chemlslry Physu:s
—_ Differential
Blo-molecules Equations

/ - A Science

Biology / \ g Encryption
Personalized / Search Math
l\@lcme / T~ Linear Algebra Quantum
Pattern Computing Communication
Bioformatics / Matching T~ Codebreaking
Singulari
Machine / ingularity Quantum

/ Learning \ Optimization Algorithms

Finance . . Robohcs
Protein Foldlng Route
Planning
g

Constraint
Satisfaction Schedulln

Quantum

Machine Learning Autonomous Vehicles

Figura 5.3: Expectativa de aplicagdo da Computacao Quantica. Fonte:
Gartner [3], adaptado de Pete Shadbolt e Jeremy O’Brien.

O impacto da Computacdo Quéntica em sistemas de seguranca é con-
siderado certo dentro de poucos anos. Algumas tecnologias atuais como
a criptografia RSA e o blockchain (do qual o bitcoin faz uso, em parti-
cular) serdo vulnerdveis & Computacido Quantica. H4 demanda por pro-
tocolos de criptografia que levem em conta a existéncia da Computagao
Quéntica, isto é, por criptografia pds-qudntica (post-quantum/quantum-
safe [ quantum-proof cryptography).
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5.2 Empresas e Desenvolvimentos Atuais

A Computacao Quéantica encontra-se em um eshgio de desenvolvi-
mento acelerado. Empresas como IBM, Google, Intel e Microsoft, e Star-
tups como Rigetti, ttm pesquisas para desenvolvimento de proceadores
guéanticos. Algumas dessas empresas, como a IBM e Rigetti, disponitdim
prottipos de computadores quanticos para acesso pela nuvem ao puhib.
Tamtem ha desenvolvimento de simuladores, linguagens de programage
para Computacao Quéntica e kits de softwares por essas empresas. Algain
comenarios sao desenvolvidos no que segue.

IBM

A IBM utiliza tecnologia de qubits supercondutores, compostos por
jurcees de Josephson. Em 10 de novembro de 2017, foram anunciados
prottipos de 50 e de 20 qubits, em uma iniciativa de tornar a computacao
guantica comercialmente disponvel em um futuro pioximo.

No projeto IBM Quantum Experience, um computador quéantico de 5
qubits est disponvel para uso atrawes da nuvem. A programacaoe feita
por uma interface ga ca, que permite realizar simulecao e/ou enviar o
algoritmo para execwcao no computador quantico. A programeacao pode ser
realizada em modo texto, com a linguagem OpenQASM (Open Quantum
Assembly Language). Em relacaoa simulacao, a IBM tamtem colabora
no projeto open source QISKit (Quantum Information Software Kit), um a
biblioteca python para Computacao e Informacao Quantica que fundona
em conjunto com OpenQASM.

Fonte:

http://newsroom.ibm.com/IBM-research?item=30270
http://newsroom.ibm.com/

https://lwww.research.ibm.com/ibm-q/
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/experie nce
https://qiskit.org/

https://github.com/QISKit

https://github.com/QISKit/opengasm

Google

O processador quéantico Bristlecone, de 72 qubits, foi apresentadare5
de marco de 2018. A tecnologia de qubits da Googlee baseada em Imes
supercondutores de alumnio em substrato de sara. Para simulecaode
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computadores quanticos, a empresa tem um projeto open source chamado
Quantum Playground, em quee possvel simular um computador quantico
de ak 22 qubtis.

Fonte:
https://ai.googleblog.com/2018/03/a-preview-of-bris tlecone-googles-new.html
https://ai.googleblog.com/2015/03/a-step-closer-to- guantum-computation.html

https://lwww.nature.com/articles/nature14270
http://lwww.quantumplayground.net
https://opensource.google.com/projects/quantum-comp uting-playground
https://github.com/gwroblew/Quantum-Computing-Playg round

Intel

Em 8 de janeiro de 2018 foi anunciado pela Intel a fabricacao de um
processador quantico, em fase de teste, de 49 qubits supercondutsreA
tecnologia utilizada atualmente para realizar os qubits sao as jurcoede
Josephson, consistindo em uma camada na de oxido entre dois os de
alumnio. A Intel tamkem pesquisa qubits de spin em silcio.

Fonte:

https://newsroom.intel.com/news/intel-advances-quan tum-neuromorphic-
computing-research/

https://newsroom.intel.com/press-kits/quantum-compu ting/

Microsoft

A Microsoft vem empregando esforcos elaboracao de qubits topobgicos
por meio de Brmions de Majorana. Aem disso, foi larcado em 11 de
dezembro de 2017 o Microsoft Quantum Development Kit, contendo a
linguagem de programacao Q# dedicada para Computacao Quantica, e
acompanhada de simuladores.

Fonte:

https://lwww.microsoft.com/en-us/quantum/technology
https://cloudblogs.microsoft.com/quantum/2017/12/11 /announcing-microsoft-
guantum-development-kit/

Rigetti

A Startup Rigetti disponibiliza um processador quantico de 19 qu-
bits e um ambiente de desenvolvimento, chamado Forest, para programa-
cao quantica. A empresa tambem disponibiliza um simulador, chanado






Cap'tulo

Computaao Quantica com
IBM Quantum Experience

6.1 IBM Quantum Experience

A IBM Research disponibiliza um computador de 5 qubits e um de 16
qubits acessveis pela nuvem (IBM cloud). O acesso aos computadores
ch por meio do QISKit { Quantum Information Software Kit { um pacote
de software para python. E possvel tamkem acessar o computador de 5
gubits por uma interface ga ca no navegador (Composer). Os detalhes
serao vistos na secao 6.1.2.

6.1.1 Computadores Disponveis

Os computadores quanticos disponveis para acesso na nuvem sao-lis
tados abaixo.

143
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Nome # qubits | Status
IBM Q 5 Yorktown (ibmqgx2) 5 qubits manutercao
IBM Q 5 Tenerife (ibmgx4) 5 qubits disponvel (Composer/QISKit)

IBM Q 16 Rueschlikon (ibmgx5) | 16 qubits | disponvel (QISKit)

Tabela 6.1: Processadores quénticos da IBM disponveis para uso peel
nuvem. Informacao sobre o status dos computadores visualizada em maio
de 2018.

Pode-se consultar informacees sobre esses processadores no GitHub
Os links sao disponibilizados abaixo.

Informacao sobre os processadores:
https://github.com/QISKit/giskit-backend-informatio n/tree/master/backends

IBM Q 5 Yorktown (ibmgx2):
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-informatio n/tree/master/backends/
yorktown/V1

IBM Q 5 Tenerife (ibmgx4):
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-informatio n/tree/master/backends/
tenerife/V1

IBM Q 16 Rueschlikon (ibmgx5):
https://github.com/QISKit/qgiskit-backend-informatio n/tree/master/backends/
rueschlikon/V1

6.1.2 Como Programar

A programacaoe feita por uma interface ga ca, mas pode ser realizada
tamkem por odigo OpenQASM { Open Quantum Assembly Language.
Ha opcees de simular e de rodar o algoritmo no computador quantico. A
fagina do editor de algoritmos da IBM Quantum Experiencee acessvd
pelo link:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/gx/editor
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E possvel realizar outras portas CNOT em furcao das CNOTSs nativas.
Para tanto, faz-se uso das identidades de circuito contidas na secafb.
Em especial, saouteis as proposcees 3.11 e 3.12.

o b

N> N>

Figura 6.6: Maneiras de se obter CNOTs nao nativas no computador IBM
Q 5 Tenerife (ibmgx4).

A porta SWAP tamkem pode ser realizada em furcao de CNOTSs na-
tivas. Usam-se as proposcees 3.11 e 3.10 da secao 3.5 sobre identidade de

circuitos.

Figura 6.7: Maneira de se obter SWAP em furcao de CNOTSs nativas no
computador IBM Q 5 Tenerife (ibmgx4).

A porta To oli naoe nativa no computador IBM Q 5 Tenerife (ibmgx4).
Para realia-la, pode-se aplicar a proposcao 3.16. Essa proposcao fogce
a seguinte construcao.

*‘*
-
DU ey ey oy -

Figura 6.8: Maneira de se obter a porta To oli em furcao de operacees
nativas no computador IBM Q 5 Tenerife (ibomgx4).

A programacao nos computadores quanticos tamkem pode ser feita em
python por meio dos pacotes QISKit. O acesso ao computador IBM Q
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16 Rueschlikon, de 16 qubits, e feito apenas dessa forma. Um tutorial de
QISKit pode ser encontrado no link abaixo.

https://developer.ibm.com/open/videos/qiskit-quantu m-computing-tech-talk/

6.1.3 Informativos e Guias de Usuario

User Guides

A mgina do IBM Quantum Experience fornece guias para ustarios. Os
links estao dispostos a seguir.

Beginner's Guide:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/gx/tutoria I?sectionld=beginners-
guide&page=introduction

Full User Guide:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/gx/tutoria I?sectionld=full-user-
guide&page=introduction

User Guides no GitHub:
https://github.com/QISKit/ibmgx-user-guides

Informativos

A mgina da IBM tamkem fornece material informativo contendo pa-
lestras e vdeos curtos sobre Computacao Quéntica.
http://www.research.ibm.com/ibm-g/learn/what-is-qua ntum-computing/

6.2 Circuito Quantum Half-Adder

Nesta secaoe apresentado um projeto de somador quantico aralogo ao
somador chssico Half-Adder. Aps o projeto, procedeu-sea simula@ao no
IBM Quantum Experience ea execwcao no computador IBM Q 5 Tenerfe
(ibmgx4).

6.2.1 Projeto do Circuito

O circuito deve realizar um somador Half-Adder para entradas na base
computacional. A tabela verdade do Half-Addere apresentada a seguir.
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Tabela 6.2: Tabela verdade para o meio somador chssico (Half-Adder).
As entradas sao simbolizadas poa e b e as sadas sa® (sum) e c (carry
out).

As equacees booleanas para o bit de soma e o bit\vai um" (carry) sao

s=a b
c=ab;

em que e a operacao XOR (ou exclusivo) e e a operacao AND.

J que ha 2 entradas e 2 sadas,e possvel tentar realizar esse tcuito
com apenas 2 qubits. No entanto, ha duas entradas distintasab = 10 e
ba= 01 que fornecem o mesmo resultadsc = 10, de forma que a furcao
booleana naoe reversvel. E necessrio, entao, usar pelo menos um qubit
de trabalho. Um circuito quantico capaz de realizar as operacoees desejasl
e dado na gura 6.9.

jai ————— jai
jbi —% ja b = jsi
o %—ja b = jci

Figura 6.9: Esquenatico do Quantum Half-Adder, circuito quantico que
se comporta, na base computacional, como o Half-Adder chssico.

O circuito da gura 6.9 foi adaptado para implementacao na plataforma
IBM Quantum Experience. A porta To oli naoe nativa no sistema, e deve
ser realizada com as outras portas bgicas quanticas; uma maneira de se
fazer issoe por meio da identidade de circuitos apresentada na pr@scao
3.16.

Ha uma limitacao com relacao ao uso das portas CNOT. As maneiras
possveis de se incluir uma porta CNOT no circuito sao mostradas na
gura 6.5. Portanto, deve-se utilizar ecnicas para construir outras portas












Apéndice

Elementos de Compuatap
Chssica

A.1 Introdwao

Um computador digitale um sistema que pode seguir uma sequéncia
de instrucees, chamada programa, e que opera em um conjunto de infor-
macees. Os computadores digitais modernos sao compostos de milhees
a bilhees de transistores, que se agrupam em circuitos digitais. Par# |
dar com a complexidade desses sistemas, 0s circuitos sao subdividicem
circuitos menores, que realizam furcees espec cas. Esses cilitos sao
considerados \caixas pretas”, em que se ignoram os detalhes internos, e
sao0 agrupados de forma a realizar furcees mais so sticadas.

A engenharia trabalha comnveis de abstracao; cada nvel corresponde
a omitir detalhes internos dos subsistemas constituntes, ou da carda de
abstracao anterior. Uma discussao mais detalhada sobre as camadas de
abstracao do computador sea realizada na secao seguinte.

Para que o computador consiga operar em um conjunto de informacees,
e necessario que essa informacao seja traduzida, ou, codi cada, & forma
conveniente. O projeto dos computadores digitais se baseia em que as
informacoes de entrada do sistema, e mesmo as instrucees a serseguidas,
sao codi cadas embits.

Os bits sao varaveis que podem assumir apenas dois valores, rotulados
de 0/1 ou Verdadeiro/Falso, por exemplo. No computador digital, a tensao
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ektricae utilizada como bit; as tensees poximas a OV sao consideradas
como bit 0 e as tensees pioximas a tensao de alimentacao do circiai
(normalmente 5V ou 3,3V), como bit 1.

Nas secoees seguintes alguns desses bpicos serao detalhados. A énfas
sel nas ideias vinculadas aos sistemas digitais, no manejo da complexi
dade por meio das camadas de abstracao e nos detalhes das camadas mais
poximas da camada fsica, com o objetivo de passar a ideia de como um
computador digital chssico funciona. A nalidade e, tamkem, comparar
esse paradigma de computecao com as ideias que estao surgindo naarea
da Computacao Quantica. As principais referéncias dessa secagao os li-
vros [8], [19] e [18] de Sistemas Digitais e o livro [13] de Organizacao de
Computadores.

A.2 Nveis de Abstraao

Na engenharia, uma maneira de lidar com a complexidade de sistemas
muito grandes e subdivid-los em subsistemas que possam ser de#os
de maneira mais simples, omitindo detalhes internos. Componentes ais
kasicos sao usados para projetar blocos que realizam furcees simpléEsses
blocos passam a ser descritos apenas pela sua furcao (como as sades s
comportam em relacao as entradas), e passa-se a ignorar sua estrutura
interna. Sistemas mais complexos podem ser projetados por meio desse
blocos. A cada vez que se agrupa os sistemas em blocos e passa-se a
ignorar sua estrutura interna, sobe-se um nvel nascamadas de abstracao
Quando se\abre"um sistema para analisar sua estrutura interna, passae
a camada de abstracao inferior.

Essa divisao em camadas de abstracao permite que o os diversos blocos
do sistema sejam projetados de forma paralela. Aém disso, o projetoal
um bloco pode ser reaproveitado em outros momentos, no mesmo proget
ou em outros. Outra vantageme que 0 sistema passa a ser visto como
composto de uma quantidade relativamente pequena de subsistemas, e
nao mais de milhees de transistores, cujo funcionamento em conjunseria
virtualmente impossvel de descrever diretamente.

A gura a seguir ilustra as camadas de abstracao presentes no computa-
dor digital. Dependendo do autor, as camadas de abstracao sao nomeadas
de maneira ligeiramente diferente ou sao consideradas algumas subcama-
das extra. Neste trabalho, a nomenclatura e as camadas de abstracao
consideradas seguirao a referéncia [8].
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Camadas de Abstracao

Linguagens de Programeacao
Sistemas Operacionais
Instruction Set Architecture
Microarquitetura
Transferéncia de Registrador
Portas logicas
Circuitos Transistorizados
Nvel Fsico

Tabela A.1: Nveis de abstracao { um netodoutil para lidar com a com -
plexidade de sistemas. As camadas de baixo sao mais poximas do nvel
fsico e as de cima sao mais abstratas. Fonte: [8]

A.3 Nvel logico

O nvel bgico refere-sea camada de abstrecao imediatamente acina
da dos transistores. Os transistores sao reunidos eportas bgicas. Nessa
camada de abstrecao, os sinais de tensao na entrada e na sada saceimt
pretados como bits, e as portas bgicas que operam esses bits simulam as
furcees bgicas como OR, AND, NOT, entre outras

Nesse agrupamento em blocos os detalhes internos do circuito sao ig-
norados.

A.3.1 Algebra Booleana

As varaveis booleanassao varaveis que podem assumir apenas dois va-
lores, rotulados como 0/1 ou Falso/Verdadeiro. Os bits sao sinbnimos de
varaveis booleanas. As furceed : f0;1g" ' f 0;1g™, que levam um con-
junto de n bits em um conjunto dem bits, sao chamadag$urcees booleanas
As furcees booleanas podem ser especi cadas por expressees mataoas
ou por uma tabela { a tabela verdade{ listando todos os possveis valores
de entrada e a sada atribuda a cada valor de entrada.

Algumas furcees booleanas elementares sao chamadas de portas b-
gicas, ilustradas no bpico A.3.2 subsequente. As trés operacoesasi-
cas daAlgebra Booleana sao +:f0;1g? ! f 0;1g, :f0;1g? ! f 0O;lge
—:f0;1g ! f 0;1g, tamkem chamadas de operacees OR, AND e NOT,
respectivamente.

A Algebra Booleana pode ser interpretada como descrcao de um sis-
tema bgico em que ha apenas dois valores bgicos { Falso/Verdadeiro ou
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Demonstracao. As igualdades se veri cam testando todos os casos:

( (

x 02g . 00=0 (x=0) X 4020 . 0%0=0 (X =0)
10=0 (X=1) 1+0=1 (X =1)
( (

W 1ox . 01=0 (X=0 wai1oq . 0F1=1 (X =0)
11=1 (X =1) 1+1=1 (X =1)
( (

w X x. 0020 (X=0) WX ox: 0¥0=0 (X =0)
11=1 (X =1) 1+1=1 (X =1)
( (

« X o0 0120 (Xx=0) Wax op . 0%1=1 (X=0)
10=0 (X =1) 1+0=1 (X =1)

Teorema A.2 (Teoremas daAlgebra Booleana para \arias varaveis).
Valem as seguintes identidades:

X+(Y+Z)=(X+Y)+Z

(XY)Z = X(YZ2)

X+Y=Y+X

XY =YX

X(Y+2Z)= XY + XZ

Distributividade (X +Y)Z=XZ +YZ
X +Y)Z+W)=XZ+XW+YZ+YW
X+ XY =X

Outras X+ XY =X+Y

X+ XY =X+Y

Associatividade

Comutatividade

Demonstracao. A veri cacao se da atribuindo valoresas varaveis ou es-
crevendo a tabela verdade dos dois lados da equacao e veri cando que o
resultadoe o mesmo. Pode-se usar o teorema A.1 para facilitar. Por ere
plo, veri ca-se a identidade doX (Y + Z) = XY + XZ:

ParaX =0: 0O(Y+2Z)=0=0Y +0Z.

ParaX =1:. L(Y+Z)=Y+Z=1Y+1Z. O

Teorema A.3 (Teoremas DeMorgan)
Valem as seguintes identidades booleanas:

Y
+Y

X+Y
XY

x| X
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Demonstracao.

Mostrando X +

|
<

Y=X
XY
0 O
0 1
1 0
1 1

P PP o+
cocor|+
o o R R X
or orl ¥
coor

Os valores das colunaX + Y eX Y coincidem, portanto vale a igualdade.

Mostrando X Y = X +Y
X Y[XY XY[X Y X+Y
0 0] O 1 |1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0O O 0

Como os valores das colunaX Y eX + Y coincidem, igualdadee \alida.
O

A.3.4 Universalidade das Portas logicas Chssicas

Com apenas algumas das portas bgicas apresentadas em A.3.2 pode-se
compor qualquer furcao booleana.

Teorema A.4 (Universalidade das portas OR, AND e NOT).
Uma furcao booleanaf : f0;1g™ ! f 0;1g" qualquer pode ser implemen-

tada por uma compostcao das portas bgicas OR, AND e NOT (&m das
portas SWAP e FANOUT).

Demonstracao. Considere uma furcao booleana : f0;1g™ ! f  0; 1g" qual-
quer. Basta fazer a demonstracao paran = 1. Considerando que esse
caso p esteja demonstrado, e visto que pode-se usar a porta FANOUT
para copiar cada uma daan entradas o rumero de vezes que for necessa-
rio, pode-se implementar todas asm furcees que retornam apenas 1 bit:
fi: fO;1g™ !'f 0;1g, i = 1;2:::;n. O caso analisado ser, entao, o de
uma furcao que retorna apenas = 1 bit na sada.

se pode representar pela justaposcadoA; :::An 1, pode assumir os 2
valores 0:::00, 0:::01, ak 1:::11. Esses vetores podem ser identi cados
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AoA1:: AN 1 Numero inteiro
0:::00[ 02" T+ +0 2T+0 20= 0
0:::01| 0 2™ 1+ +0 21+1 20= 1
0:::10| 0 2™ 1+ +1 21+0 20= 2
0:::11| 0 2™ 1+ +1 2t+1 20= 3
1:::11 )1 2™ 1+ +1 21+1 20=2m 1

Tabela A.2: Correspondéncia entre vetor de bitsAgA;:::Am 1 € 0 sub-
conjunto de rumeros inteiros sem sinalf0; 1;2;:::;2™  1g.

com a representacao de rumeros inteiros sem sinal na base 2 confoem
ilustra a tabela abaixo.

Com essa correspondéncia, passa-se a identi car o vetor de bits com o
rumero inteiro sem sinal associado. Dessa forma, pode-se denofaf0:::11)
por f (3), por exemplo.

Sejam;: f0;1g™ !'f 0;1g,comi =0;1;:::;(2" 1), dada porm;(i) =
lemi(j)=0sei 6 j. Essas furcees sao chamadasinitermos, e assumem
o valor 1 para exatamente um vetor de bits de entrada.

Sejal = fi: f (i) =1g o conjunto de entradas em qud assume o valor
1. Pode-se decompof como a soma (OR) abaixo:

Essa soma adquire valor 1 exatamente quando algum dos minitermam;
assume 1. Como os minitermos considerados sao o0s associadosas entradas
em quef assume o valor 1, a soma assume 1 exatamente nas mesmas
entradas em quef assume o valor 1.
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A B C |f A B C|my mg my
0/0 O O]O 0|0 O O] O 0 0
110 0 1|0 1/0 0 1|0 0 0
2/0 1 0|1 2/0 1 0| 1 0 0
3/0 1 1|0 3/0 1 1] 0 0 0
411 0 01 4|1 0 0] O 1 0
5/1 0 1|0 5/1 0 1|0 0 0
6/1 1 0|0 6/1 1 0| O 0 0
711 1 11 711 1 1|0 0 1

Portanto: f = m, + mg+ my

Figura A.9: Exemplo: m = 3 bits e decompostao def .

Mas cada minitermo m; pode, por sua vez, ser implementado com
portas AND e NOT da seguinte forma. Considerei xo e seja i =
AoA1:::An 1, conforme a notacao adotada. Alguns dessem bits as-
sumem valor O e o restante, o valor 1. Denote pofAy 0s bits que assumem
valor 0 e A| os bhits que assumem o valor 1, para certos conjuntos de ndices
K elL.

Agora sejaj = BgB;1:::Bm 1, que fam papel da entrada da furcao
m;. Considere o produto (AND) abaixo:

Essa furcao assume o valor 1 apenas quando todos os termos do pro-
duto (AND) valem 1. Isso ocorre apenas parg = i, istoe, para Ag =

Bk Bi=mi(Bo:::Bm 1):
k2K 12L
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A B C|A B C|ABC
o0 0 oj1 o 1, O
110 0 1{1 O O] O
2|0 1 o|[1) 1) ()| [
3]0 1 111 1 o0 O
411 0 0JO0O O 1| O
51 0 110 O O O
6/1 1 0|0 1 1| O
7/1 1 10 1 0] O

Paraentrada 2. ABC=1 1 1=1

Para as outras entradas: ha pelo menos um 0 no produto (AND), o que
faz com que o resultado que 0.

Portanto: m, = ABC.

Figura A.10: Exemplo: m = 3 bits e obtercao do minitermo m,.

Dessa maneira, os minitermoan; e a furcaof podem ser realizados
com portas OR, AND e NOT.

O

ObservacaoA.5. Pelas leis DeMorgan, e possvel escrever a porta OR em
termos das portas NOT e AND

X+y=

X
+

y:

>
<

ee possvel escrever a porta AND em termos das portas NOT e OR fazendo

X y=X y=X+Y:
Dessa forma, pode-se excluir a porta OR ou a AND no teorema A4 e
continua-se obtendo um conjunto de portas universal.

Teorema A.6 (Universalidade da porta NAND).

Uma furcao booleanaf : f0;1g™ ! f 0;1g" qualquer pode ser imple-
mentada por uma composcao de portas bgicas NAND (aémdas portas
SWAP e FANOUT).

Demonstracao. Pelo teorema A.4, qualquer furcao booleand pode ser
implementada por portas bgicas OR, AND e NOT. Basta entao mostrar
guee possvel obter as portas OR, AND e NOT a partir da porta NAND.
Issoe possvel, como se pode observar a seguir:
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Porta NOT:
NOT(A)= A=A A =NAND( A;A)

Porta AND:
AND(A;B)= A B=A B =NOT NAND(A;B)

Porta OR:

OR(A;B)= A+B=A+B=A B=NAND NOT(A);NOT(B)



Concluso

Consideraoes Finais

O presente trabalho trouxe uma abordagem da Computacao Quéantica
a nvel introdubrio. Procurou-se abordar 0s principais pe-req uisitos para
tornar o texto autocontido. Procurou-se formular um material multidis ci-
plinar, com enfoque tanto nos aspectos teoricos como nos desdobramentos
atuais e nas expectativas de mercado. O objetivo do textoe trazer um
material de &cil leitura para o iniciante nesse assunto, vindo de dersas
areas de Ciéncias Exatas.

Perspectivas

Pretende-se dar continuidade ao material, acrescentando-se novos Bp
cos, de forma a torra-lo uma referénciautil aos iniciantes em Computacao
Quantica. Em particular, pretende-se acrescentar uma introduwzaoa Trans-
formada de Fourier Quéantica e o Algoritmo de Shor, quee usado em um
procedimento para encontrar fatores primos de um rumero inteiro om um
desempenho superior aos algoritmos chssicos conhecidos. Tem-se taamb
como perspectiva buscar algoritmos de interesse em problemas reais de
Engenharia eareas aplicadas.

Espera-se que em um futuro poximo, os estudantes de graduacao da
UFSC possam ter como opcao em sua grade curricular um curso introdu-
brio de Computacao Quéantica e que esse material possa contribuipara
alcarcar esse objetivo.
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